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Två forskningsprojekt genomförda på en flerspråkig grundskola i
Sverige ger implikationer om att elever i grundskolans tidigaste
årskurser har nytta av algebra för att kollektivt kommunicera och
resonera om strukturer inom exempelvis aritmetik. Den teori för
lärande och undervisning som låg till grund för projekten –
lärandeverksamhet – öppnade genom specifika lärandehandlingar upp
för att exempelvis relationer mellan kvantiteter kunde utforskas av
eleverna genom så kallade lärandemodeller.

   Elevernas algebraiska tänkande kunde analyseras i de kollektiva
resonemang som utvecklades i forskningslektionerna. Resonemangen
startade i att eleverna med stöd av algebra identifierade matematiska
problem. Både algebra och exempelvis tal i bråkform som matematiskt
innehåll samspelade i det kollektiva arbetet med lärandemodeller.
   
     Lärandemodellerna utvecklades i faser från att vara abstrakta och
innebördsligt potentiella till att bli konkret specifika gällande de
strukturer inom aritmetik som lektionerna fokuserade på.  
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Abstract
Developing algebraic thinking through learning activity. A study of practice developmental teaching in
multilingual classes in lower school grades

The aim of this thesis is to develop and explore teaching possible to promote algebraic thinking together with young,
multilingual students six to twelve years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking can be
developed by students participating in learning activities that are characterized by collective mathematical reasoning on
relations between quantities of positive whole and rational numbers. Two overall research questions support this work: (1)
What in students work indicate algebraic thinking identified in learning activities and as experiences of algebraic thinking?
(2) How can learning models manifest in learning activity, in what ways do learning models change and enhance, and
which characteristics of learning actions are enabled?  

Data was produced by interviews and from research lessons with students in lower grades in a multilingual Swedish
school. The research lessons were focused on learning activity as suggested by Davydov (1990, 2008/1986), aimed at
developing theoretical thinking – here algebraic thinking. They were staged in two research projects conducted as networks
of learning studies. In these learning studies, the group of teachers iteratively designed and revised learning activities
whereby the students could identify mathematical knowledge and collectively solve mathematical problems.

The findings in the articles signal that learning models were developed as rudimentary, preliminary, prototypical and
finally symbolic. Rudimentary models were grounded in algebraic thinking when the students analysed problem situations
and identified the problem. Preliminary and prototypical models were developed by initiating and formalising actions
understood as algebraic thinking. Different tools were initiated by the students and the teachers. These tools were formalised
by the students. The students used algebraic symbols and line-segments to think together when comparing different
quantities (Article 2). They carried out operations using unknown quantities when reflecting on additive and multiplicative
relationships (Article 3). The students also used algebraic symbols to reflect on subtraction as non-commutative (Article
3). The different tools they used interacted on different levels of generalisation (Article 1). Algebraic thinking grounded the
students reflections but interacted with, for example, fractional thinking in their arguments during the development of their
learning models (Article 4). The different ways of thinking interacted in arguments when developing the rudimentary, the
preliminary and the prototypical models. However, in the conclusion of their collective reasoning and in the development
of the symbolic learning models, these different ways of thinking were intertwined in the same arguments (Article 4).

As a conclusion, the four articles signal that learning models including algebraic symbols developed in a learning activity
can be used by newly-arrived immigrant students to reflect on structures of numbers.

Keywords: mathematics education, learning activity, learning models, multilingual students, algebraic thinking,
theoretical thinking.
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Abstract 

Developing algebraic thinking through learning activity: A study of practice 

developmental teaching in multilingual classes in lower school grades.   

 

The aim of this thesis is to develop and explore teaching possible to promote 

algebraic thinking together with young, multilingual students six to twelve 

years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking 

can be developed by students participating in learning activities that are 

characterized by collective mathematical reasoning on relations between 

quantities of positive whole and rational numbers. Two overall research 

questions support this work: (1) What in students work indicate algebraic 

thinking identified in learning activities and as experiences of algebraic 

thinking? (2) How can learning models manifest in learning activity, in what 

ways do learning models change and enhance, and which characteristics of 

learning actions are enabled? 

Data was produced by interviews and from research lessons with students 

in lower grades in a multilingual Swedish school. The research lessons were 

focused on learning activity as suggested by Davydov (1990, 2008/1986), 

aimed at developing theoretical thinking – here algebraic thinking. They were 

staged in two research projects conducted as networks of learning studies. In 

these learning studies, the group of teachers iteratively designed and revised 

learning activities whereby the students could identify mathematical 

knowledge and collectively solve mathematical problems. 

The findings in the articles signal that learning models were developed as 

rudimentary, preliminary, prototypical and finally symbolic. Rudimentary 

models were grounded in algebraic thinking when the students analysed 

problem situations and identified the problem. Preliminary and prototypical 

models were developed by initiating and formalising actions understood as 

algebraic thinking. Different tools were initiated by the students and the 

teachers. These tools were formalised by the students. The students used 

algebraic symbols and line-segments to think together when comparing 

different quantities (Article 2). They carried out operations using unknown 

quantities when reflecting on additive and multiplicative relationships (Article 

3). The students also used algebraic symbols to reflect on subtraction as non-

commutative (Article 3). The different tools they used interacted on different 

levels of generalisation (Article 1). Algebraic thinking grounded the students 

reflections but interacted with, for example, fractional thinking in their 

arguments during the development of their learning models (Article 4). The 



different ways of thinking interacted in arguments when developing the 

rudimentary, the preliminary and the prototypical models. However, in the 

conclusion of their collective reasoning and in the development of the 

symbolic learning models, these different ways of thinking were intertwined 

in the same arguments (Article 4). 

    As a conclusion, the four articles signal that learning models including 

algebraic symbols developed in a learning activity can be used by newly-

arrived immigrant students to reflect on structures of numbers. 

 

Keywords: mathematics education, learning activity, learning models, 

multilingual students, algebraic thinking, theoretical thinking   

 

 



 

 

 

Förord 

Ett arbete som pågått under en mängd av år har precis sammanställts och 

diskuterats i föreliggande avhandling. Jag skriver inte att arbetet i och med 

färdigställandet av avhandling har eller kommer att avslutats. Det enda som 

avslutas är min tid som doktorand. Arbetet som sammanställts och diskuterats 

kommer att fortsätta, i vilken skepnad och på vilket sätt är svårt att säga men 

jag hoppas och tror att det fortsätter.  

Min tid som doktorand har varat i ungefär sju år. Studierna har bedrivits på 

deltid. Den del av arbetstiden som inte varit doktorandstudier har ägnats åt att 

i undervisningsproduktion både hos en skolhuvudman och ett lärosäte 

använda de resultat som forskningsarbetet i doktorandtjänsten genererat. Tack 

Borlänge kommun och Högskolan Dalarna för möjligheten att få arbeta på det 

viset. Det finns ett antal personer som jag vill tacka som på olika sätt varit 

involverade i arbetet. Ett särskilt tack sänds till bland andra Bengt Eriksson, 

Kent Karlsson, Ulrika Forssell, Katarina Gessner, Stefan Fredriksson, Maria 

Sundberg och Mattias Gradén. Er organisation där undervisning och forskning 

om undervisningsutveckling är varandras förutsättningar utgjorde både 

grunden och myllan för mitt arbete. För att iscensätta detta arbete sänds det 

här tacket även till alla anonyma lärare och elever som troget, engagerat och 

professionellt hjälpt till att pröva, revidera och åter pröva uppgifter och 

undervisningsupplägg. Ni har varit så fantastiskt duktiga.  

Doktorandstudierna har för alltid förändrat mitt sätt att tänka och att 

försöka förstå världen. Alla ni som funnits med på resan i den förändringen – 

tack för alla diskussioner, textskrivningar, textrevideringar, textläsningar, 

examineringar och tålmodigt stöttande.  

Ett särskilt stort tack ger jag mina handledare. Ert arbete och engagemang 

är inte möjligt att i ord värdera. Det har varit äkta engagemang, ert arbete har 

varit professionellt och helt avgörande för mitt arbete. Lovisa Sumpter, 

huvudhandledare i arbetet med artiklarna och kappatexten till avhandlingen, 

ett stort tack för allt du tillfört, ifrågasatt och diskuterat. Torbjörn Tambour 

huvudhandledare i licentiatuppsatsen, tack för alla diskussioner och 

ögonöppnare till en annan värld av matematik än traditionell skolmatematik. 

Inger Eriksson, biträdande handledare både i arbetet med licentiatuppsats och 

i arbetet med artiklar och kappatext till doktoruppsats, tack för allt 

engagemang, stöd, textläsande, seminarier och skarpsinnigt tankearbete under 

alla dessa år av avhandlingsarbete. Ni är alla stora förebilder för lärare med 

intresse att ställa de svåraste av frågor till undervisning – vad är det man kan 



när man kan och hur behöver undervisning utformas för att man ska utveckla 

ett sådant kunnande. 

Stort tack även till alla deltagare i de seminariegrupper där vi diskuterat 

verksamhetsteori, lärandeverksamhet och Davydovs texter. Tack för arbetet i 

det lilla seminariet där Charlotta, Henning, Marie, Jenny, Jane och jag under 

ledning av Inger Eriksson och Viveca Lindberg brottats med egna 

textproduktioner. Tack för arbetet i det större seminariet där Marie Björk och 

Inger Eriksson med stor omsorg förberett och lett textläsning där lärare och 

forskare med ett särskilt intresse för lärandeverksamhet fått möjlighet att 

diskutera. Tack för allt klokt ni säger och tack för alla texter. Tack Anna-Mia 

för alla klokheter du fångat i dessa seminarier. Tack även till ledningen och 

deltagare i SwIscar, den svenska organisationen för verksamhetsteori som 

ramverk för forskning och undervisning. Hoppas vi snart träffas igen för att 

förbereda texter och arbeten för både internationella och nationella 

sammanhang. Ett extra stort tack till Diana Berthén som med stor skarphet läst 

det slutliga avhandlingsmanuset och gett kloka kommentarer.  

Ett stort och ödmjukt tack ger jag till det internationella nätverk som arbetar 

med Davydovs program där Linda Venenciano, Elena Polotskaia och Maria 

Mellone tar initiativ till och driver gemensamma projekt. Ett lika stort tack ger 

jag även till forskare och lärare på Skola 91 och på Moscow State University 

of Psychology and Education i Moskva för alla intressanta samtal om 

undervisning och lärande.  

Nästa stora tack riktar jag till seminariegruppen Mathematical Reasoning 

and Conceptual Understandings (MaRCU) på MND under ledning av Kerstin 

Pettersson, Lovisa Sumpter och Kerstin Larsson. Tack för alla intressanta 

diskussioner. Tack Karin för alla extra seminarier och textsamtal som MaRCU 

gav anledning till. Alla kollegor på MND, tack för alla år av vetenskapliga och 

privata samtal. Det har alltid funnits någon på plats med intresse att lyssna på 

en doktorands alla frågor och funderingar. 

Tack till kollegor på avdelningen för matematikämnets didaktik och 

avdelningen för pedagogiskt arbete på Högskolan Dalarna. Tillsammans gör 

vi och kommer vi att fortsätta göra skillnad för blivande lärare och deras 

blivande elever. 

Vänner och familj där jag bland andra särskilt vill uppmärksamma min 

högst älskade man Lars,  och de lika mycket älskade sönerna Anton och Arvid 

och deras familjer, samt min älskade mamma, pappa och svärmor. Tack för 

allt stöd och all den tid ni hjälpt mig att hitta i vardagen för mitt arbete. Syster 

Karin med familj, bara de släpper reserestriktionerna kommer vi med tåg över 

Öresund igen för djupa samtal om livet och trevligt umgänge. Tack alla vänner 

i min närhet, tack för att ni finns och tack för att jag får älska er över allt annat 

på jorden. 

 

Brostugan 15:e februari 2021  
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Prolog 

”Får vi tänka så där som vi gör på fredagarna även nu när vi räknar själva?”  

 

Den här frågan ställdes av en elev på en mångkulturell kommunal grundskola 

i Sverige under en matematiklektion då klassen arbetade med 

färdighetsträning i subtraktion. Den här klassen, och tio andra klasser på 

samma skola, deltog under en lektion i veckan förlagd till fredagar i ett treårigt 

undervisningsutvecklande forskningsprojekt. När lärare svarade ja på elevens 

fråga blev det arbetsblad eleven arbetade med fullt med olika långa streck, 

ringar runt vissa streck och bokstäver placerade bredvid vissa av strecken. 

Eleven och dennes bänkkamrat började peka på strecken och gestikulera med 

händerna. De två eleverna var nyanlända till Sverige, och de pratade inte 

samma språk. Elevens fråga och agerande har väckt tankar gällande vad 

lektionerna i forskningsprojektet kan ha haft för påverkan på elevernas arbete. 

Specifikt väcks tankar om elevernas möjligheter att samtala och diskutera 

matematik trots att de inte har ett gemensamt språk för kommunikation.  

Jag vill sätta elevens fråga och anledningen till det treåriga 

undervisningsutvecklande forskningsprojektet i ett sammanhang. En 

kronologisk tidsresa för projektet började med min magisteruppsats i 

utbildningen till specialpedagog (Eriksson, 2011). Magisteruppsatsen 

fokuserade ett arbete om tal i bråkform som sedan fördjupades i min 

licentiatuppsats (Eriksson, 2015). Arbetet i licentiatuppsatsen byggde på en 

learning study där forskningslektionerna designades enligt det 

lärandeteoretiska ramverket som på svenska fått namnet lärandeverksamhet 

(I. Eriksson, 2017). Det här learning study projektet benämns 

forskningsprojekt 1 i föreliggande avhandling. De resultat som framkom i 

forskningsprojekt 1 lade grunden till ett intresse att fortsätta utforska 

lärandeverksamhet i en svensk undervisningskontext. Forskningsprojekt 1 

utgjorde på så vis grund för det redan nämnda treåriga undervisnings-

utvecklande forskningsprojekt som benämns forskningsprojekt 2 i 

avhandlingen.  

I forskningsprojekt 1 designades undervisning med målet att eleverna 

skulle få möjlighet att utforska strukturer i rationella tal och då specifikt tal i 

bråkform med inspiration av Davydov och Tsvetkovich (1991). Den lektion 

som iterativt utvecklades i learning study cyklerna i forskningsprojekt 1 (se 

H. Eriksson, 2015, 2017; Eriksson & Eriksson, 2016) hade en central 

betydelse även för planering och genomförande av forskningsprojekt 2.  En 
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kort sammanfattning av den sista och femte lektionen i forskningsprojekt 

presenteras därför i det följande.  

Uppgiften eleverna arbetade med handlade om att jämföra olika kvantiteter, 

i det här fallet längder, där jämförelserna inte kunde representeras med enbart 

hela tal. Uppgiften iscensattes med hjälp av Cuisenairestavar.1 Eleverna 

arbetade inlednings i par eller enskilt med att modulera själva uppgiften. De 

skulle då konstruera egna jämförelser av olika långa stavar. Samtliga elever 

hamnade i situationer där längder inte gick att jämföra med endast hela stavar 

(figur 1a). Lösningar där eleverna föreslog att flera olika långa stavar kunde 

adderas till samma längd som den stav de skulle mäta (figur 1b) godkändes 

inte av läraren. Den utmaningen besvarade eleverna med; ”Det här går ju inte. 

Vi måste lära oss något mer.” (Eriksson, 2015, s. 59), vilket utgjorde ingången 

till ett gemensamt arbete i helklass. 

Figur 1 

1a Exempel på de inledande jämförelserna; 1b Elevernas förslag till lösning; 

1c Det utvecklade modellarbetet  

 

                           

                           

                           

        1a         1b        1c                     

Eleverna och läraren modulerade problemet tillsammans och utifrån den 

modell de gemensamt utvecklade (figur 1c) formulerade eleverna det problem 

de sedan försökte lösa tillsammans; ”Det går ju liksom lite till” (Eriksson, 

2015, s. 53). Modellerna eleverna och läraren arbetade med utgjordes förutom 

av Cuisenairestavar, även av linjemodeller, utsagor innehållande algebraiska 

symboler, gester och verbalt språk (H. Eriksson, 2015, 2017; Eriksson & 

Eriksson, 2016). I lektionen utvecklades en modell med algebraiska symboler 

för tal i bråkform. Modellen utvecklades i flera steg. Inledningsvis 

representerades elevernas idé som modellen Svart = h + ”en liten bit till”, där 

h representerade de hela mätenheterna och en liten bit till representerade 

problemet med jämförelsen; att den inte gick att genomföra med enbart hela 

mätenheter. En senare version av samma modell var Svart = h röd + (d/v) röd 

där d är täljaren i den bråkdel som ska adderas till de hela mätenheterna och v 

är nämnaren. Modellen prövades genom flera jämförelser föreslagna av både 

läraren och eleverna.  

Den beskrivna lektionen som iterativt reviderats i en learning study cykel 

om fem lektioner i forskningsprojekt 1 hade som nämnts stor påverkan på det 

fortsatta arbetet i genomförandet av fler forskningslektioner med lärande-

 
1 Cuisenairestavar är stavar i olika längder där en och samma längd har en och samma färg. 

Stavarna kan användas för att visa relationer mellan olika kvantiteter. 
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verksamhet som ramverk. De resultat som vi erfor i det första 

forskningsprojektet som vi ville fortsätta att utforska handlade bland annat om 

att eleverna själva frågade efter att få lära sig mer matematik. Det handlade 

även om upplevelsen av att de modeller som eleverna utvecklade och arbetade 

med gjorde det möjligt för dem att diskutera svåra delar av matematiken, i 

forskningsprojekt 1 handlade det om tal i bråkform. Vi blev nyfikna på om 

elever kunde vara aktiva på samma sätt även gällande andra matematiska 

innehåll. Här utgör det senare scenariot med eleverna i inledningen till 

prologen ett ytterligare exempel gällande subtraktion. De dilemman som vi 

upplevt i forskningsprojekt 1 som vi gärna ville fortsätta att arbeta med i 

lärargruppen handlade bland annat om att lärarna gärna svarade på sina egna 

frågor och bekräftade eleverna med ”Bra” istället för att utmana vidare i nya 

frågeställningar (H. Eriksson, 2015, 2017; se även Eriksson & Eriksson, 

2016). Eleverna uttryckte samtidigt att de tyckte det var konstigt att de inte 

fick alla svar direkt från läraren. Vidare var det svårt för eleverna att reflektera 

över andra kamraters förslag till lösningar och modell när dessa var korrekta 

och riktiga. Det var lättare för eleverna att justera en annan elevs felaktiga 

svar. Anledningen till att arbetet fick fortsätta kan summeras med att det 

handlade om elevernas möjligheter att vara aktiva i ett arbete i matematik trots 

svårigheter att förstå det svenska undervisningsspråket. Dessa dilemman och 

dessa möjligheter diskuteras och problematiseras i följande avhandling. 
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Introduktion 

Det här arbetet har som redan nämnts tagit sin utgångspunkt i två 

undervisningsutvecklande forskningsprojekt som genomförts på en 

mångkulturell kommunal grundskola i Sverige. De strukturerade 

interventioner som påbörjades i Forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015; 

sammanfattat i prologen) utökades till att omfatta fler elever och fler lärare i 

ett projekt som fortsättningsvis benämns Forskningsprojekt 2. De båda 

projekten syftade till att utveckla undervisning som ger elever som vanligtvis 

har svårt att delta i gemensamma matematiska diskussioner möjligheter att bli 

engagerade i att argumentera och reflektera i kollektiva matematiska 

resonemang. Båda forskningsprojekten utgör data till föreliggande 

avhandlingsarbete. 

Avhandlingsarbetet bygger på fyra empiriska studier presenterade i fyra 

artiklar och kan därför ses som problemdrivet utifrån utmaningar att i 

undervisning ge unga och flerspråkiga elever möjlighet till agentskap i 

kollektiva matematiska resonemang som fokuserar specifikt matematiskt 

innehåll. Undervisningen som utvecklas och utforskas grundas i 

lärandeverksamhet som teoretiska antaganden för undervisning och lärande.   

Möjligheter till kollektiva resonemang 

I det följande ges en inramning till det forskningsproblem och det 

övergripande syfte som ledsagat avhandlingsarbetet. Inledningsvis 

problematiseras förutsättningar för en matematikundervisning som sätter 

kollektivt arbete i centrum för utvecklingen av förmågor att resonera och 

argumentera i och med matematik. Därefter problematiseras 

matematikundervisning för elever 6-12 år rörande möjligheter att utveckla 

kollektiva resonemang som fokuserar generella strukturer inom matematik; 

specifikt aritmetiska strukturer där relationer mellan kvantiteter utgör ett 

exempel. Kapitlet avslutas med en disposition av hela arbetet.  

Undervisning som syftar till att utveckla förmågor att kommunicera, 

resonera och argumentera där ett specifikt undervisningsinnehåll fokuseras i 

gemensamma helklassdiskussioner ses ofta som utmaningar i matematik-

undervisning (Planas & Valero, 2016; Radford & Barwell, 2016, 

Skolforskningsinstitutet, 2017). Undervisningen tenderar istället att handla 

om elevers enskilda arbete med innehåll som kan tyckas enklare att organisera, 
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bedöma och utvärdera (Lerman, 2006). Samtidigt visar forskning inom det 

matematikdidaktiska fältet att redan de yngsta barnen i fri lek (Sumpter & 

Hedefalk, 2015; Sumpter, 2016) och i rollek (van Oers, 2018) kan föra 

kollektiva matematiska resonemang. Forskning om hur resonemangs- och 

argumentationsförmågor kan utvecklas i undervisning genom kollektiva 

diskussioner där ett specifikt kunskapsinnehåll sätts i centrum har därför rönt 

stor uppmärksamhet de senaste decennierna (Lerman, 2006; Planas & Valero, 

2016). Forskningsintresset inom det matematikdidaktiska fältet har ökat 

gällande hur en matematikundervisning kan designas som är kollektiv och 

samtidigt tar hänsyn till hur enskilda elever kan arbeta med innehållsliga 

aspekter av ett kunnande (Fleer & van Oers, 2018; Moxhay, 2008).  

På grund av en förändrad samhällsstruktur (Bunar, 2015) har behovet 

också ökat av en undervisning som fokuserar förmågorna att kommunicera, 

resonera och argumentera i elevgrupper som är både kulturellt och språkligt 

heterogent sammansatta (Leonard m.fl., 2010; Radford & Barwell, 2016). 

Studier i sådana elevgrupper indikerar att det saknas både gemensamt 

undervisningsspråk och matematiska erfarenheter att bygga undervisning på 

(Adler, 2001; 2019; Barwell m.fl., 2016; Norén, 2015). Elevgrupper som 

saknar sådana gemensamma erfarenheter bedöms ha begränsade möjligheter 

att utveckla gemensamma samtal om de enbart är hänvisade till verbalt språk 

och vad som kan tyckas vara gemensamma vardagliga erfarenheter (Adler, 

2019; Leonard m.fl., 2010). Adler (2019) argumenterar för att det behövs 

andra medierande redskap för att dessa elever ska kunna kommunicera trots 

språkliga barriärer. De nyanlända elevernas möjligheter att utveckla förmågor 

i matematik kan således bedömas vara beroende av att kunskapsinnehållet 

medieras med fler redskap än enbart språkliga. Studier visar att den 

transparens av innehållet som kan vara nödvändig i flerspråkiga miljöer ofta 

saknas och att forskning om hur en sådan transparens ska manifesteras är 

begränsad (Adler, 2001; 2019; Barwell m.fl., 2016; Moxhay, 2008; Norén, 

2015). Forskare diskuterar även frågor som rör hur olika språk i ett och samma 

klassrum kan ses som resurs bland annat genom så kallad kodväxling där 

elever och lärare kan växla mellan olika språk för att klargöra specifika 

innehåll (Norén 2015; Norén & Andersson, 2016). Kodväxling kräver dock 

att en och samma person kan flera språk på en sådan nivå att språken 

innehållsligt kan komplettera varandra. Det kräver att båda språken är relativt 

välutvecklade (Bunar, 2015). Följaktligen är många nyanlända elever 

utelämnade till att diskutera matematiskt innehåll med ord som de inte kan 

vare sig på modersmålet eller undervisningsspråket. Matematiska samtal görs 

då möjliga genom arbete med andra typer av redskap än verbalt språk. Unga 

och ibland även nyanlända elevers möjligheter att utveckla matematiska 

förmågor som att kommunicera, resonera och argumentera där matematiska 

begrepp ingår är därför beroende av möjligheter att agera med stöd av redskap 

andra än bara verbalt språkliga (Radford & Barwell, 2016).  
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Vägen till forskningsproblemet och övergripande syfte 

För att elever ska få möjlighet att utveckla kunnande om generella strukturer 

i matematik, det vill säga utveckla teoretiska och vetenskapliga matematiska 

begrepp kan olika normer eller traditioner beskrivas för undervisning 

(Kilhamn & Säljö, 2019; van Oers, 2001). Van Oers (2001) beskriver 

härvidlag traditioner i matematikundervisning som aritmetisk där elever 

arbetar med numeriska exempel och algebraisk där elever arbetar med 

generella strukturer och relationer mellan matematiska begrepp. Kortfattat 

fokuserar alltså en aritmetisk undervisning på enskilda begrepp och 

matematiska operationer utifrån numeriska värden, medan en algebraisk 

undervisning fokuserar arbete med strukturer, generella värden och relationer 

mellan begrepp och kvantiteter (se även Carraher m.fl., 2006; Kaput m.fl., 

2008; Kieran, 2004, 2018; Krutetskii, 1976). Kilhamn och Säljö (2019) 

beskriver hur lärare kan uppleva att skilda normer behöver utvecklas för 

undervisning gällande generella strukturer inom matematik. De argumenterar 

för att det behövs olika normer för undervisning med grund i ett algebraiskt 

tänkande jämfört undervisning med grund i ett aritmetiskt innehåll med fokus 

på numeriska exempel.  

En uppdelning av ett matematiskt innehåll där de yngsta eleverna först 

erbjuds att utveckla färdigheter i relation till aritmetik för att senare i 

skolsystemet utveckla färdigheter i relation till algebra har visat sig 

problematisk (Cai & Knuth, 2011; Chimoni m.fl., 2018; Davydov, 1990, 

2008/1986; Kieran, 2007, 2018; Lins, 1992; van Oers, 2001). Problematiken 

handlar bland annat om att utveckla en förståelse av strukturer inom aritmetik 

som går att vidareutveckla inom nya talområden och i relation till nya 

matematiska begrepp (Kieran, 2018; Schmittau, 2003). Exempelvis kan elever 

uppfatta rationella tal som något helt fristående och utan koppling till naturliga 

och hela tal (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Den aritmetiska undervisningen 

kan innebära att aspekter av aritmetisk karaktär automatiseras genom 

numeriska exempel. I denna automatiseringsprocess förväntas eleverna 

upptäcka generella strukturer såsom exempelvis relationer och samband 

mellan olika kvantiteter (Brizuela m.fl., 2013; Schmittau, 2005; Schifter, 

2018). Detta kan utvecklas till hinder för elevernas utveckling som exempelvis 

kan visa sig i att elever behöver göra om generella uttryck till specifika 

numeriska exempel för att lösa ekvationer (Kieran m.fl., 2016; Stacey & 

MacGregor, 1999). Den här typen av hinder kan visa sig i studenters arbeten 

så långt upp i undervisningssystemet som i algebraiska kurser på universitet 

och högskolor (Stacey & MacGregor, 1999). Matematiska begrepp som 

relaterar till varandra såsom exempelvis strukturer inom aritmetiken riskerar 

istället att förstås som helt separata (Cai m.fl., 2005; Davydov, 1990, 

2008/1986; van Oers, 2001).  

Under senare år har algebra, exempelvis i Sverige i och med 

läroplansreformen 2011 (Skolverket, 2011), skrivits fram som ett matematiskt 

innehåll från början av elevers skolgång. Kilhamn och Säljö (2019) visar i 
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kölvattnet av reformen att lärare kämpar med frågor gällande hur undervisning 

med och i algebra kan och bör iscensättas. Med stöd i Yackel och Cobb (1996) 

menar Kilhamn och Säljö (2019) att lärare har att kämpa med förändrade 

socio-matematiska normer där innehållets behandling gällande specifika 

detaljer behöver utvecklas i undervisningen. Lärare kämpar även med frågor 

som handlar om huruvida eleverna ska arbeta fritt och om de ska arbeta med 

enkla tydliga problem eller med komplexa problem. Lärarna kämpar också 

med frågor relaterat till om eleverna ska arbeta enskilt eller med stöd av 

varandra (Kilhamn & Säljö, 2019).  

Med grund i att läroplanen skriver fram algebra som innehåll har analyser 

genomförts av svenska läromedel som används i matematikundervisning i 

grundskolan. Analyserna visar att endast ett fåtal uppgifter har en algebraisk 

karaktär (Bråting m.fl., 2019). De uppgifter som förekommer berör endast 

vissa aspekter av vad som skrivs fram som kunnande inom algebra (Palm 

Kaplan, 2019). Palm Kaplan (2019) visar i en analys att användandet och 

manipulerandet med symboler med fokus på omvandling av uttryck och 

ekvationslösning är dominerande i svenska läromedel medan aktiviteter som 

generaliserad aritmetik och kvantitativa proportionella resonemang är mer 

ovanliga (Palm Kaplan, 2019). Följaktligen behövs andra typer av uppgifter 

för att göra det möjligt för elever att erfara generella strukturer inom aritmetik. 

En undervisningsdesign som sätter algebraiskt tänkande i förgrunden 

diskuteras inom forskningsfältet early algebra (Brizuela m.fl., 2013; Cai & 

Knuth, 2011; Kaput, 2008; Kieran, 2004, 2018; Schmittau, 2003). Inom detta 

forskningsfält argumenterar forskare för att undervisningen bör sätta fokus på 

att eleverna redan i den inledande matematikundervisningen ges möjlighet att 

utforska generell aritmetik istället för att arbeta med många olika numeriska 

exempel. I en antologi med Cai och Knuth (2011) som redaktörer om algebra 

i den inledande matematikundervisningen refererar ett flertal forskare till ett 

specifikt matematikdidaktiskt program – det så kallade El’konin-Davydov 

programmet (ED-programmet). Inom samma forskningsfält beskriver Kaput 

(2008) innehållsliga aspekter av algebraiska resonemang och använder då ED-

programmet som ett exempel på hur ett arbete med relationer mellan 

kvantiteter kan hjälpa elever att utveckla förståelse för strukturer inom 

aritmetik. Kieran (2004, 2018) lyfter fram ED-program som ett exempel på 

vad som influerat läroplaner för en inledande matematik-undervisning i olika 

länder till att introducera algebra redan i grundskolans tidigaste årskurser.  

ED-programmet som flera forskare inom early algebra refererar till bygger 

på en teori om lärandeverksamhet som sätter utvecklingen av elevers 

teoretiska tänkande i förgrunden (Radford, 2020; Repkin, 2003; Schmittau, 

2003, 2004, 2005). För att möjliggöra utvecklingen av teoretiskt tänkande 

krävs att elever deltar i teoretiskt arbete i en undervisning som öppnar upp för 

kollektiva reflektioner vilket i sin tur kräver kunnande i att hantera för ämnet 

specifika redskap (Davydov, 1990, 2008/1986; Repkin, 2003; Zuckerman, 

2007). En lärandeverksamhet bygger således på ett antagande om att 

kunskaper finns inbyggda i specifika redskap och specifika sätt att använda 
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redskapen på. I matematik skulle redskapen exempelvis kunna utgöras av 

algebraiska symboler som kan tas i bruk för att diskutera strukturer inom 

aritmetik (Davydov, 1990, 2008/1986). Inom lärandeverksamhet förespråkas 

en undervisning som försätter eleverna i situationer där de gemensamt och 

tillsammans med en lärare identifierar ett problem där ett ämnesteoretiskt 

innehåll finns inbakat.  

ED-programmet, som enligt ovan fokuserar både innehållsliga aspekter och 

undervisningsdesign med syftet att utveckla teoretiskt tänkande i en 

undervisning har enligt Kilpatrick (1992), Popkewitz (1984) och Radford 

(2020) rönt ett växande internationellt intresse inom matematikdidaktisk 

forskning. Enligt Popkewitz (1984) och Kilpatrick (1992) handlar de 

utmaningar som man tar sig an i detta program om unga elevers möjligheter 

att lösa matematiska problem i kollektiva situationer där eleverna kollektivt 

reflekterar över teoretiskt innehåll, vilket man enligt dessa två forskare inte tar 

sig an i samma omfattning i andra matematikdidaktiska program.  Radford 

(2020) beskriver att möjligheterna i programmet består i de undervisnings-

situationer där elever och lärare utvecklar behov av kunnande som fokuserar 

teoretiska begrepp (Radford, 2020). Enligt de tre forskarna skulle följaktligen 

undervisning som designas enligt ED-programmet hypotetiskt ha en potential 

att svara upp mot det ökade intresset att utveckla undervisning som fokuserar 

elevers möjligheter att arbeta teoretiskt med specifika redskap i kollektiva 

situationer. Exempel på teoretiskt arbete kan vara generella strukturer inom 

aritmetik, där relationer mellan kvantiteter utgör ytterligare en specificering 

(Radford, 2014a). Redskap för arbete med sådana generella strukturer kan 

vara av algebraisk karaktär (Kaput, 2008; Krutetskii, 1976).  

I forskning som syftar till algebraiskt tänkande i de tidigare årskurserna 

finns ett antal frågor formulerade som forskare argumenterar för att behöver 

diskuteras. Eriksson och Jansson (2017) har genomfört en empirisk 

klassrumsstudie där de utforskat ett antal uppgifter (nyckeluppgifter) 

designade utifrån ED-programmet. De avslutar sitt arbete med frågor riktade 

till vilket kunnande som kan utvecklas med andra exempel av sådana 

nyckeluppgifter. Veneciano och Heck (2016) efterfrågar empiriska studier 

gällande vad elever erbjuds att arbeta med när undervisning designas enligt 

ED-programmet. De kan visa att elever i årskurs 5 och 6 på Hawaii som fick 

möjligheter att utveckla algebraiskt tänkande även utvecklade logiskt 

tänkande. Coles och Sinclair (2018) redogör för ED-programmet och skriver 

utifrån en empirisk klassrumsstudie fram nödvändigheten av fler empiriska 

studier för att undersöka hur användandet av olika typer av redskap kan 

möjliggöra ett generellt och symboliskt tänkande. Dessutom framhåller Coles 

(2021)2 vikten av ytterligare empiriska studier där ED-programmet utgör 

grund för undervisning. Speciellt bör programmet utforskas i undervisning i 

 
2 Alf Coles (2021) har skrivit en diskussion om ett antal artiklar i ett specialnummer om ED-

program publicerade i Educational Studies in Mathematics. Artikel 3 i föreliggande arbete är 

en av artiklarna i detta specialnummer. 
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flerspråkiga elevgrupper (Coles, 2021). Andra frågor som också behöver 

diskuteras handlar om hur de yngsta eleverna utvecklar algebraiskt tänkande 

(Blanton & Kaput, 2011; Nunes m.fl., 2009). Frågor handlar också om hur 

elever får möjlighet att visa sådant tänkande (Carraher m.fl., 2008; de Freitas 

& Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017). Ytterligare frågor berör hur ett 

algebraiskt tänkande föregår eller kan förstås samverka med ett aritmetiskt 

tänkande (Hitt m.fl., 2016; Lee & Hackenberg, 2013; Norton & Hackenberg, 

2010; Reeder, 2017).  

De dilemman och utmaningar gällande undervisning samt de 

frågeställningar som skissats ovan ger argument för ytterligare forskning om 

hur en undervisning som tidigt introducerar elever till kollektivt algebraiskt 

tänkande kan utvecklas. Frågeställningarna fokuserar även på vilket kunnande 

elever utvecklar i en sådan undervisning. Enligt ovan saknas också forskning 

om hur redskap och modeller i en sådan undervisning kan konstrueras och vad 

som kan utgöra indikationer på ett algebraiskt tänkande. Mot denna bakgrund 

utgör det övergripande syftet med föreliggande arbete att utveckla och 

utforska en undervisning som främjar algebraiskt tänkande i kollektiva 

matematiska resonemang för flerspråkiga elever 6 till 12 år gamla.  

Disposition av texten 

I introduktionen till det här arbetet har två problemområden intimt 

sammanflätade med varandra ringats in. De två problemområdena handlar 

dels om hur undervisning kan designas för att möjliggöra kollektiva 

algebraiska resonemang med fokus på innehållsliga aspekter, och dels om att 

identifiera tecken på algebraiskt tänkande i sådana resonemang. I kapitel två 

om teoretiska ramar presenteras först lärandeverksamhet som ramverk för 

design och analys av undervisning. Därefter presenteras fenomenografi och 

matematiska resonemang som komplement till analyser för att identifiera 

algebraiska tänkandet. I kapitel tre presenteras ett specificerat syfte och 

övergripande frågeställningar för avhandlingsarbetet. Kapitel fyra omfattar en 

litteraturöversikt gällande early algebra, algebraisk undervisning och det 

algebraiskt tänkande. Därefter presenteras i kapitel fem metoder och 

metodiska överväganden. De fyra artiklarna sammanfattas i kapitel sex innan 

ett sammanfattande resultat presenteras i kapitel sju. Arbetet avslutas i kapitel 

åtta med en diskussion om dels arbetet med lärandemodellerna dels 

identifiering av algebraiskt tänkande.  
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Teoretiska ramar  

I detta kapitel presenteras de teoretiska ramar som använts avhandlingsarbetet. 

Hur dessa ramar tagits i bruk i artiklarna beskrivs i det senare metodkapitlet. 

Lärandeverksamhet, som presenteras först, har som nämnts använts för 

design- och revideringsarbete av de forskningslektioner som utgör data för 

arbetet. Lärandeverksamhet har även fungerat som ramverk för analyserna i 

artikel 2 och 3. I artikel 1 har fenomenografi fungerat som ram för att utforska 

elevers erfarande av jämförelser av kvantiteter. I artikel 4 har struktur och 

begrepp gällande matematiska resonemang utgjort teoretisk ram för att 

utforska de kollektiva resonemang som utvecklades i forskningslektionerna. 

Lärandeverksamhet  

Lärandeverksamhet har sin grund i Vygotskys kulturhistoriska texter och 

verksamhetsteori (Davydov, 2008/1986; Engeström, 1987).3 Ett av den 

kulturhistoriska skolans grundantaganden betonar undervisningens betydelse 

för lärande och utveckling (Chaiklin, 2019; Stetsenko, 1999, 2019; Stetsenko 

& Arievitch, 2002; Veresov, 2004). 

The child learns to perform an operation of some kind. At the same time he 

masters a structural principle whose sphere of application is wider than that of 

the operation in which this principle was mastered. Consequently by taking one 

step in learning the child moves two steps in development, i.e. learning and 

development are not coincident. (Vygotsky, 1963/1934 s. 26-27) 

En av den kulturhistoriska skolans grundidéerna var således att undervisning, 

rätt utformad, kan ha en avgörande betydelse för barns kognitiva utveckling. 

Undervisning förväntas utmana eleverna till att bemästra något efter 

undervisningen som de inte bemästrat på egen hand innan (Carpay, ej angivet; 

Chaiklin, 2019; Giest & Lompscher, 2003; Repkin, 2003; Vygotsky, 2017).  

 
3 Lärandeverksamhet är främst utvecklad av de ryska forskarna Vasily Vasilovich Davydov 

(1930-1998) och Evald Daniil El'konin (1904-1984). Den grundas i arbeten av bland andra; 

Aleksei Nikolaevich Leontiev (1904-1979), Piotr Galperin (1902-1988), och Evald Il’yenkov 

(1924-1979). 
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Teoretiskt tänkande 

Lärandeverksamhet grundas i en idé om elevers möjligheter att bemästra 

teoretiskt tänkande eller det som Vygotsky (1978) talar om som vetenskapligt 

tänkande. Idén om att elever behöver utveckla teoretiskt tänkande kan kopplas 

till hur olika begrepp har olika karaktär och därmed behöver synliggöras på 

olika vis (Davydov, 2008/1986). Vygotsky skiljer alltså mellan vardagliga 

empiriska begrepp och teoretiska vetenskapliga begrepp (El’konin, 1999a, 

1999b; Davydov, 2008/1986). 

Vardagliga begrepp utvecklas spontant i vardagliga händelser. Eleven lär 

sig och utvecklar kunnande om dessa begrepp i de sammanhang de används 

genom att härma, hantera fysiska ting, jämföra och identifiera observerbara 

aspekter av olika fenomen. Ett klassiskt exempel är idén om att utveckla 

förståelse för begreppet cirkel genom att leta efter runda föremål. Det är 

ganska enkelt att visuellt och taktilt urskilja rundhet. Men det är betydligt 

svårare att utveckla förståelse för de ingående begreppsliga relationerna som 

konstituerar cirkeln, såsom mittpunkt och radie då dessa inte är tillgängliga 

perceptuellt eller genom vardagliga aktiviteter.  

Teoretiska begrepp behöver enligt Davydov rekonstrueras i en process av 

”ascending from the abstract to the concrete” (Davydov, 1990, s. 98). Det vill 

säga teoretiskt tänkande innebär att det abstrakta förhöjs till det konkreta eller 

att det abstrakta ligger till grund för förståelsen av det konkreta (Davydov, 

1990, 2008/1986; Gal’perin, 1968, 1992/1978). Ett teoretiskt begrepp 

relaterar alltid till andra teoretiska begrepp. För att utforska några av de 

begreppsliga relationerna för exempelvis begreppet cirkel skulle eleverna 

kunna utforska hur exempelvis en fix mittpunkt och radien relaterar till 

varandra. Eleverna skulle då kunna fundera på hur alla elever i en grupp kan 

placera sig på samma avstånd från läraren. Hur skulle de då vara tvungna att 

placera sig? Genom samtal och modellarbete skulle eleverna få möjlighet att 

utforska avståndet från läraren (en fix mittpunkten) till varje enskild elev 

(radien i cirkel). 

Lärandeverksamhet specifikt i relation till matematikämnet inrymmer 

principer för design av undervisning för de allra yngsta skoleleverna där även 

de kan få möjlighet att kollektivt reflektera över teoretiska matematiska 

begrepp (Davydov, 1982, 1990; 2008/1986, Repkin, 2003). För att reflektera 

över exempelvis aritmetiska strukturer är algebra särskilt värdefull genom 

dess möjligheter att fokusera det teoretiska och möjligheten att symbolisera 

exempelvis kvantiteter som generella eller obekanta (Davydov, 1982, 1990, 

2008/1986). Algebra kan ses som att operera med numeriska abstraktioner; 

”understanding the very essence of algebra, which is an operation with 

numerical absractions.” (Krutetskii, 1976, s. 253). Det är alltså i en ambition 

att utveckla teoretiskt tänkande som lärandeverksamheter specifikt i 

matematik fokuserar på algebra och dess grundfundament. Se litteratur-

översikten i kapitlet om ED-programmet i en algebraisk undervisnings-
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tradition gällande hur algebra kan stötta elevers utveckling av kunnande i 

matematik. 

Kollektivt reflekterat arbete 

I lärandeverksamhet finns möjlighet att förstå en samverkan mellan tre 

sammanlänkande nivåer som påverkar mänsklig utveckling; motiv, 

målriktade handlingar och medierande redskap (Davydov, 2008/1986; 

El’konin 1999a, 1999b; Leontiev, 1974, 1978).  

För att göra det möjligt för elever att utveckla teoretiskt tänkande behöver 

de delta i en undervisning som utvecklar motiv för kollektiva reflektioner 

(Davydov, 2008/1986; El’konin, 1999a; Leontiev, 1974, 1978). De kollektiva 

reflektionerna syftar till att eleverna utforskar och rekonstruerar teoretiska 

begrepp genom målriktade handlingar – även benämnda som 

lärandehandlingar. För att möjliggöra sådana lärandehandlingar behöver 

specialutformade medierande redskap tas i bruk i undervisningen som 

eleverna gemensamt kan utveckla till det som inom lärandeverksamhet 

benämns som lärandemodeller. De tre centrala begreppen som är kursiverade 

ovan sätts i relation till undervisning under de tre rubrikerna nedan.  

I lärandeverksamhet kopplas det kollektiva till att grupper av elever i 

samspel med en lärare deltar i exempelvis matematiska resonemang. 

Resonemangen inkluderar reflektioner över strukturer i kunskapsobjekt. Det 

kollektiva kopplas även till att resonemangen fokuserar utvecklingen av 

gemensamma lärandemodeller (Davydov, 2008/1986; Repkin, 2003; 

Stetsenko, 1999). I det kollektiva arbetet förväntas elever vara agenter, det vill 

säga erbjudas möjlighet att ta initiativ till att bidra med eget kunnande och 

driva att reflektera över andras kunnande i problemsituationer där de själva 

varit med och formulerat problemen (Moxhay, 2008; Stetsenko, 2019).  

Motivdrivna problemsituationer – lärandeverksamheter 

Motiv att lära utvecklas i och genom undervisning som är socialt, historiskt 

och kulturellt betingad (El’konin, 1999b; Vygotsky, 1963/1934, 1978). En 

undervisning som dessutom till sin natur fokuserar på kollektivt arbete driven 

av ett motiv att lära och att lösa problem kan utvecklas till en 

lärandeverksamhet (Davydov, 2008/1986; Radford & Roth, 2017; Repkin, 

2003). En lärandeverksamhet kan utvecklas utifrån de situationer läraren 

organiserar, de handlingar elever riktar mot innehållsliga aspekter av de 

kunnanden de förväntas utveckla, och de redskap som eleverna erbjuds. 

Lärandeverksamhet uppstår som svar på motiven att lösa gemensamma 

problem. Behovet av att lösa problemet motiverar de handlingar som 

utvecklas.  

Undervisningen behöver således innehålla ett problem som eleverna 

engageras i som de inte kan lösa utan att erfara det teoretiska innehåll som 

åsyftas. De behöver med andra ord uppleva ett behov av att lösa uppgiften. 
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Problemen måste vara innehållsrika och ha ett relevant sammanhang, helst 

med en kulturhistorisk anknytning. Problemen måste även erbjuda möjligheter 

att reflektera över meningsbärande innehåll, vilket görs möjligt genom att 

utveckla modeller för abstrakta aspekter av innehållet (Repkin, 2003). Arbetet 

med problemen ska möjliggöra att ett innehåll packas upp från generella 

begrepp till mer konkreta begrepp kopplade till något eleven kan samtala om 

(Repkin, 2003; Zuckerman, 2004, 2007). Den inledande matematik-

undervisningen bör därför enligt Davydov (2008/1986) utgå från jämförelser 

av kvantiteter vilket kulturhistoriskt är ursprunget till aritmetik (Davydov, 

2008/1986). I problemen som handlar om jämförelser behöver eleverna bland 

annat urskilja behovet av den matematiska och abstrakta egenskapen enhet för 

att genomföra jämförelsen (Davydov, 2008/1986). Eleverna behöver behärska 

så mycket i den organiserade undervisningen så att de precis kan urskilja det 

innehåll som de med hjälp av lärarens stöttande frågor och lösandet av 

problemet förväntas reflektera över (Schmittau & Morris, 2004). I 

litteraturöversikten presenteras mer ingående hur problemsituationer kan 

omsättas i undervisningen och i metodavsnittet presenteras hur vi planerade 

för problemsituationer i undervisningen i de båda forskningsprojekten. 

Målriktade reflekterande handlingar – lärandehandlingar 

Handlingar som elever riktar mot ett i undervisningen gemensamt innehåll, 

det vill säga kunskapsobjekt, benämns inom lärandeverksamhet som 

lärandehandlingar (Davydov, 2008/1986). Dessa lärandehandlingar är 

observerbara och utvecklas i lärandeverksamheter enligt Davydov 

(2008/1986) i ett specifikt mönster. Detta mönster är beskrivet utifrån analys 

av klassrumsobservationer främst på Skola nr 91 i Moskva.4 Handlingarna 

behöver enligt Davydov (2008/1986) inte ske i en specifik ordning, men han 

listar dem så här:  

1. accepting from the teacher or independently posing the learning task; 

2. transformation of the conditions of the task in order to observe the universal 

relation of the object of knowledge; 

3.modelling of this relation in object-related, graphical or letter form; 

4.transformation of the model of the relation in order to study its properties in 

"pure form”; 

5.construction of a system of particular tasks that are solvable by the general 

method; 

6.assessment of the performance of the preceding actions; 

7.evaluation of the level of assimilation of the general method that results from 

solving the given learning task. (Davydov, 2008/1986, p. 239) 

 
4 Skola nr 91 är den projektskola där forskare och lärare sedan mitten av 1960-talet gemensamt 

arbetat med att utveckla ED-programmet.  
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Eleverna bör sålunda acceptera och identifiera en uppgift (punkt 1) genom att 

transformera en uppgift och skapa en modell av kunskapsobjektet (punkt 2). 

Eleverna behöver modellera det kunnande de identifierat genom modellen de 

skapat (punkt 3) och modellen kan behöva transformeras och förändras för att 

kunnandet ska vara möjligt att utforska (punkt 4). Därefter kan läraren och 

eleverna konstruera nya uppgifter som löses med samma kunnande (punkt 5) 

och värdera hur väl olika modeller fungerade för att lösa uppgifterna (punkt 

6).  Slutligen värderar eleverna hur generell olika versioner av modellen är 

och hur väl uppgiften löstes (punkt 7). Dessa handlingar kan utgöra riktlinjer 

för hur en gemensam verksamhet kan utvecklas som kan öppna upp för elevers 

möjlighet att delta i samtal om och med teoretiska begrepp (Davydov, 

2008/1986). Även om dessa handlingar tar form är det omöjligt att garantera 

att handlingarna alltid leder till att en lärandeverksamhet utvecklas (Davydov, 

2008/1990; Davydov m.fl., 2003; Repkin, 2003; Zuckerman, 2004, 2012). 

Teoretiska begrepp rekonstrueras följaktligen inte genom att elever enskilt 

hanterar fysiska ting utan genom att begreppen bearbetas genom 

lärandehandlingar som möjliggör kollektiva reflektioner (muntligt eller via 

andra kommunikationshandlingar). Hur dessa lärandehandlingar kan 

operationaliseras i undervisning presenteras i metodkapitlet. 

Medierande redskap – lärandemodeller 

Medieringsbegreppet som epistemologiskt och ontologiskt kan beskriva ett 

förhållande mellan ett subjekt och ett objekt, är ett av Vygotskys betydande 

forskningsbidrag. I förhållandet mellan ett subjekt och ett objekt finns enligt 

Vygotsky (1963/1934) alltid ett medierande redskap5 (Engeström, 1987; 

Gal’perin, 1968). Ett medierande redskap kan utgöra ett stöd för en 

tankeutveckling (Arievitch & Haenen, 2005). Redskapen är oskiljaktigt 

sammankopplade med innehållsliga aspekter av ett objekt (Arievitch, 2017). 

Olika karaktärer på redskap som medierar kan vara fysiska redskap eller 

tekniker, symboliska redskap såsom tecken, språk och grafiska figurer, samt 

en mänsklig mediator såsom lärare, kamrater föräldrar eller annan mer kunnig 

person (Kozulin & Kinard, 2008). 

En grundidé inom lärandeverksamhet är att speciellt utformade medierande 

redskap kollektivt kan utvecklas till lärandemodeller (Davydov, 2008/1986; 

Arievitch & Haenen, 2005). Lärandemodeller består således av 

ämnesspecifika redskap av olika karaktär såsom beskriv ovan. Medierande 

redskap inom early algebra kan exempelvis utgöras av algebraiska symboler 

som kan tas i bruk för att utveckla förståelse för strukturer inom aritmetik 

(Davydov, 2008/1986; Radford, 2012). Dessa redskap kan synliggöra 

teoretiska aspekter är således högst centrala vid design av en undervisning 

 
5 Det finns således en dikotomi mellan att förstå lärande som en form av interaktioner mellan 

en elev och omgivningen och Vygotsky’s idé om medierat lärande, eftersom det i det senare 

fallet alltid handlar om att lärande är medierat via någon form av redskap (Cole & Engeström, 

2010). 
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(Kozulin & Kinard, 2008). Lärande kan till och med ses som ett mer 

kvalificerat, det vill säga effektivare och mer specificerat, sätt att handha dessa 

redskap (Arievitch, 2017; Davydov, 2008/1986; Gal’perin 1968, 1992/1978; 

Radford, 2015, 2020).  

En lärandemodell är en kombination av och en interaktion mellan ett antal 

medierande redskap som tas i bruk för att möjliggöra reflektioner om 

innehållsliga aspekter av kunnande i kollektiva situationer (Arievitch & 

Haenen, 2005; Davydov, 2008/1986; Gal’perin 1968).  En lärandemodell 

konstrueras gemensamt av elever och lärare i en undervisning så att teoretiska 

aspekter som kan lösa ett problem blir möjliga för eleverna att reflektera över 

(Davydov, 2008/1986; Zuckerman, 2004, 2007). De innehållsliga aspekter av 

ett kunnande som utforskas är alltid inbäddade i ett eller flera redskap som när 

de fylls av innebörder och kopplas samman utvecklas till lärandemodeller 

(Arievitch & Haenen, 2005; Davydov, 2008/1986).  

Lärandemodeller kan även inrymma motsättningar mellan eller inom olika 

redskap. Dessa motsättningar kan genom att de erfars utgöra en drivkraft för 

en verksamhet (Davydov, 2008/1986). Motsättningar kan ge energi till 

diskussioner, hjälpa elever att identifiera ett problem, utgöra en källa för 

nyfikenhet, samt hålla riktningen för ett kollektivt reflekterat tänkande 

(Eriksson & Polotskaia, 2017). Motsättningar som exempelvis kan byggas in 

i lärandemodeller kan förstås som skilda diskurser; dilemman (problem), 

konflikter (olika åsikter), kritiska konflikter (när något framstår som oväntat 

utifrån det en enskild person sedan tidigare kan och förväntar sig), eller double 

bind (när en situation utvecklats till ett problem som behöver en helt ny 

lösning genom ett kollektivt arbete för att framstå i en ny dager) (Engeström 

& Sannino, 2011). De motsättningar som finns inbyggda i en lärandemodell 

kan bara urskiljas i arbete och vad motsättningarna kan hjälpa till med beror 

av de handlingar motsättningarna öppnar upp för i flödet av handlingar 

(Engeström & Sannino, 2010). 

Hur ett designarbete kan ta form för att möjliggöra ett arbete med 

lärandemodeller presenteras i metodkapitlet.  

Fenomenografi 

Utgångspunkten för en fenomenografisk analys utgörs av idén om människors 

olika sätt att erfara ett fenomen (jfr Larsson, 1986; Svensson, 1997) och att 

världen endast kan förstås så som den erfars (Marton, 1981, 2015; Marton & 

Booth, 1997). En fenomenografisk studie är primärt inte inriktad på en enskild 

individ, utan syftet ligger snarare på ett kollektivs kvalitativt skilda erfarande. 

Exempelvis kan kvalitativt skilda uppfattningar av ett fenomen i en grupp av 

elever vara av intresse i arbete med att utveckla undervisning (Marton & 

Booth, 1997). Fenomenografi utgår från att individers direkta erfarenheter och 

upplevelser lägger grund för erfarandet och uppfattningarna av ett specifikt 
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fenomen (Marton & Booth, 1997). De verksamheter vi deltar i påverkar våra 

erfaranden samtidigt som erfaranden och erfarenheter påverkar verksamheten. 

Detta innebär att ett mänskligt erfarande förändras, vidgas och fördjupas 

beroende av de verksamheter – exempelvis en undervisning – en individ ingår 

i (Marton & Booth, 1997).  

De direkta erfarenheter och upplevelser som kan observeras betraktas inom 

fenomenografi som ett första ordningens perspektiv, medan erfaranden och 

uppfattningar utgörs av ett andra ordningens perspektiv (Marton, 1981, 2015; 

Marton & Booth, 1997). Genom att observera direkta handlingar av första 

ordningens perspektiv, kan en fenomenografisk analys användas för att förstå 

bakomliggande erfaranden, det vill säga andra ordningens perspektiv (Marton, 

2015). Givet begränsningen av att erfara ett fenomen som beroende av den 

verksamhet man finns inom kommer människor att kvalitativt uppfatta ett 

fenomen på ett begränsat antal olika sätt (Marton, 1981). Detta gör 

fenomenografi intressant som analysredskap för frågor som fokuserar 

kvalitativa skillnader av erfaranden gjorda i en begränsad och framskriven 

verksamhet såsom exempelvis en undervisning (Eriksson, 1999). Deltagande 

i olika verksamheter kan sålunda ge olika erfaranden.  En undervisning som 

förändras kan därför vara intressant att utforska i relation till vilka erfaranden 

som möjliggörs i den förändrade undervisningen. 

Kunskapsintresset för en fenomenografisk studie formuleras alltså alltid i 

relation ett specifikt fenomen i syfte att hitta kvalitativt skilda erfaranden av 

fenomenet. Intresset utgörs alltså av vad som framstår som meningsskapande 

för olika individer i en specifik verksamhet i relation till ett fenomen. Skilda 

erfaranden analyseras och beskrivs som olika kategorier som ofta förhåller sig 

hierarkiskt till varandra. Dessa kategorier utgör tillsammans ett utfallsrum, det 

vill säga möjliga erfaranden av ett specifikt fenomen. Relationer mellan hur 

olika individer uppfattar ett fenomen, det vill säga relationer mellan olika 

kategorier som kan urskiljas av ett fenomen, påvisar vad som varit möjligt att 

urskilja av fenomenet i verksamheten (Marton & Booth, 1997).  

Matematiska resonemang 

Utgångspunkten för att utforska kollektiva matematiska resonemang utgörs av 

ett ramverk uppbyggt av strukturer och begrepp föreslagna av Lithner (2008, 

2017) i syfte att analysera samtal som tar form i arbete med matematiska 

problem. Ramverket beskriver att resonemang som tar form utgörs av kedjor 

av argument vilka binds samman av matematiska egenskaper (Lithner, 2008, 

2017). Idén om ett resonemang bygger på att ett argument alltid är ett 

argument om något riktat till något specifikt innehåll (Krummheuer, 1995, 

2007). De begrepp som används är specifikt framtagna för att analysera 

karaktären av och strukturen i resonemangen. Här erbjuds exempelvis 

möjligheter att tolka resonemangen som imitativa eller kreativa. Imitativa 
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resonemang utvecklas ofta vid arbete med rutinuppgifter och kreativa 

resonemang har visat sig vara möjliga att utveckla i problemlösning som dels 

erbjuder nya eller återupptäckta resonemang dels resonemang som är 

matematiskt giltigt (Lithner, 2008).  

Matematiska resonemang kan betraktas som individuella där en elev eller 

lärare argumenterar med sig själv (Jäder, 2019), eller som kollaborativa där 

elevgrupper samverkar i problemlösning (Granberg & Olsson, 2015). 

Matematiska resonemang kan också förstås som kollektiva där elevers och 

lärares argument bygger gemensamma resonemang (Sumpter & Hedefalk, 

2015; 2018 se även Säfström, 2013). I empiriska studier har forskare 

identifierat att elever utmanar varandras argument i kollektiva resonemang där 

de rättfärdigar eller avstyrker argument och på så sätt förfinar argumenten 

(Mueller, 2009).  Det kollektiva förstås som att argument kan framföras av en 

individ men tankeprocessen bakom argumentet är kollektivt (Sumpter, 2016). 

Idéer som bygger argument kan alltså tolkas som kollektiva men kan 

tillskrivas enskilda personer.  

En struktur för ett matematiskt resonemang som kan utgöra en möjlighet 

att analysera elevers arbete med matematik har som redan skrivits föreslagits 

av Lithner (2008, 2017). Strukturen för ett matematiskt resonemang beskrivs 

som en process i fyra steg. I steg 1 tar en uppgiftssituation form som benämns 

(TS). I steg 2 görs ett strategival som benämns (SC), och i steg 3 

implementeras strategin (SI). I steg 4 avslutas uppgiftssituationen med att en 

slutsats (C).6  

De tre sista stegen i ett resonemang strukturerade enligt ovan, det vill säga 

i strategival, strategiimplementering och slutsatsen, har i empiriska studier 

visat sig bestå av argument med specifika karaktärer (Bergqvist & Lithner, 

2012; Hedefalk & Sumpter 2017; Lithner 2008). För att analytiskt möjliggöra 

en åtskillnad mellan olika argumenten kan olika typer av dem preciseras med 

hjälp av vilka frågor de besvarar. Steget där (SC) görs är analytiskt kopplade 

till förutspående argument, och svarar implicit på frågan; varför kommer en 

strategi att lösa problemet. Steget med (SI) är kopplad till implementerande 

argument som svarar på frågan; varför löste den här strategi problemet? 

(Bergqvist & Lithner, 2012; Lithner, 2008). En tredje karaktär av argument 

har identifierats i (C) (Hedefalk and Sumpter 2017; Sumpter and Hedefalk 

2018). I dessa analyser identifierades argument med karaktären av att svara på 

frågan; hur svarar slutsatsen på frågan som utgör uppgiften, eller 

deluppgiften? Dessa argument benämndes som utvärderande argument 

(Hedefalk and Sumpter 2017; Sumpter and Hedefalk 2015, 2018). En analys 

av olika karaktärer av argument kan därför förfina begreppen för att analysera 

matematiska resonemang för att ytterligare förstå vad som görs möjligt i ett 

sådant resonemang (Bergqvist & Lithner, 2012).  

 
6 Förkortningarna härrör till de engelska orden tasksituation (TS), strategy choice (SC), strategy 

implementation (SI), samt conclusion (C). 
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Det matematiska innehåll som binder ihop argument i ett resonemang kan 

identifieras. Det innehåll som binder argumenten till kedjor kan identifieras 

som matematiska egenskaper bestående av objekt, transformationer och 

begrepp (Lithner, 2008). Objekt kan i det här sammanhangen vara exempelvis 

siffror, variabler och funktioner. Transformationer är vad som görs med dessa 

objekt såsom exempelvis addera, subtrahera eller dividera. Ett begrepp 

baseras på en uppsättning objekt och transformationer samt deras egenskaper 

– man kan se dem som ett görande med objekten. 
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Syfte och övergripande frågeställningar 

Syfte 

Syftet med föreliggande arbete är att utveckla och utforska en undervisning 

som kan främja algebraiskt tänkande för flerspråkiga elever, 6 till 12 år gamla. 

Ett underliggande antagande för syftet är att ett algebraiskt tänkande kan 

utvecklas genom deltagande i lärandeverksamhet som präglas av kollektiva 

matematiska resonemang gällande relationer mellan kvantiteter av positiva 

hela och rationella tal.  

 

Övergripande frågeställningar 

Syftet operationaliseras i två övergripande frågeställningar som båda 

fokuserar på elevernas och lärarnas kollektiva arbete i en lärandeverksamhet.  

1: Vad i elevers lärandehandlingar och erfaranden indikerar tecken på 

algebraiskt tänkande? 

2: Hur kan lärandemodeller manifesteras i en lärandeverksamhet, vad 

händer med lärandemodellerna i deras utveckling, och vilka karaktärer på 

lärandehandlingar öppnar denna utveckling upp för? 

 

Fråga 1 behandlas i samtliga fyra artiklar och fråga 2 behandlas explicit i 

artikel 2 och 3. 
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Litteraturöversikt 

Möjligheter för elever att utveckla matematiska förmågor genom att delta i 

kollektiva algebraiska resonemang har som redan sagts stöd av forskning inom 

främst det matematikdidaktiska forskningsfältet för early algebra. Forskning 

inom detta fält har stor spännvidd både gällande karaktären på den 

undervisning som studerats och gällande ålder på deltagare i studierna. Det 

vill säga innebörden i begreppet early och idéer om hur undervisningen bör 

organiseras varierar inom fältet. För att klargöra detta och ytterligare två 

centrala begrepp i föreliggande arbete organiseras följande litteraturöversikt 

under tre teman: early algebra, algebraiskt tänkande och ED-programmet i en 

algebraisk undervisning.   

Det första temat har för avsikt att klargöra vilken typ av undervisning 

forskning inom early algebra fokuserar. Detta tema bygger på en strukturerad 

litteratursökning som presenteras i avsnittet om early algebra.   

Det andra temat har för avsikt att klargöra innebörder i det tänkande som 

avhandlingen försöker öka förståelse om, nämligen algebraiskt tänkande.7 

Detta tema bygger på en sammanställning utifrån den strukturerade 

litteratursökningen i temat early algebra men är kompletterat med så kallade 

kedjesökningar där referenslistor i redan hittad litteratur varit till hjälp för att 

hitta ytterligare litteratur.  

Det tredje temat har för avsikt att presentera en fördjupning av den sista av 

de undervisningstyper som identifierats inom early algebra, nämligen den 

undervisning som kan beskrivas som en algebraisk undervisningstradition. I 

presentationen utgör lärandeverksamhet och ED-programmet ett exempel som 

organiseras inom denna typ av undervisningstradition. Det här temat bygger 

på litteratur från den strukturerade litteratursökningen och litteratur från 

kedjesökningen samt sökningar i specifika journals (t.ex. Educational Studies 

in Mathematics och Journal of Russian and East European Psychology). 

Temat bygger även på forskningslitteratur rekommenderad av kollegor med 

likartat forskningsintresse. 

 
7 Algebraiskt tänkande och algebraiska resonemang behandlas på teoretiska grunder som 

ömsesidigt beroende av varandra där ett tänkande kan ge spår i resonemang och resonemang 

kan visa tecken på tänkande. 
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Early algebra  

Gemensamt för studier inom forskningsfältet early algebra är att fokus ligger 

på generella strukturer, studier av funktioner, relationer och variabler, samt 

algebra som symbolarbete (Kaput, 1995; Kieran, 1992). En sökning i den 

pedagogiskt inriktade databasen ERIC genomförd i mars 2018 med early 

algebra som sökord genererade 206 artiklar. I ERIC inkluderas inte 

exempelvis studier från den matematiska disciplinen eller studier inom 

tillämpad matematik som handlar om annat än undervisning. Utifrån 

artiklarnas rubrik, abstrakt och nyckelord kunde dessa artiklar delas upp i tre 

grupper där antalet artiklar fördelar sig enligt följande: (1) ca 50 artiklar om 

algebra i den inledande matematikundervisningen med elever i de tidigare 

skolåren som är ca 6-12 år gamla, (2) ca 75 artiklar om algebra i undervisning 

efter att elever först utvecklat aritmetiska förmågor och där eleverna är ca 10-

13 år gamla, samt (3) ca 75 artiklar om algebra i förberedande undervisning 

inför universitetsstudier i matematik. 

Utifrån kunskapsintresset i de två forskningsprojekten8 behandlar den 

fortsatta litteraturöversikten studier kopplade till den första gruppen av artiklar 

som fokuserar elever 6 till 12 år gamla. Översikten behandlar således 

forskning inom fältet för early algebra gällande elever i primary- eller 

elementary school i ett engelskt respektive amerikanskt skolsystem vilket kan 

jämföras med svensk förskola, förskoleklass och de första åren i svensk 

grundskola. Inom denna avgränsade del av forskningsfältet exemplifieras 

nedan sex typer av undervisning i relation till algebra.  

Den första typen av undervisning benämns en algebraiserad elementär 

matematik (Britt & Irwin, 2008; Lins & Kaput, 2004). Den här typen av 

undervisning fokuserar generaliseringar och kommunikation av 

generaliseringar. Algebraundervisningen bör enligt resultat från dessa studier 

utgå från och bygga på det som redan kan ses som algebraiskt i elevers 

aritmetiska arbete. Algebraiskt tänkande utvecklas i den här undervisningen 

genom att synliggöra strukturer inom aritmetiken. Exempelvis kan likheter 

som 47+18-18=47 möjliggöra att elever urskiljer egenskaper hos tal som 

innebär att vad än som adderas och sedan subtraheras till ett tal gör att det 

ursprungliga talet inte förändras (Lins & Kaput, 2004). Med den här typen av 

argument kan algebraiskt tänkande utvecklas ur aritmetiska exempel. 

Elevernas resonemang antas kunna utvecklas längre om de efter att ha arbetat 

med numeriska exempel erbjuds symboler och modeller som traditionellt 

används inom algebraundervisning för att möjliggöra mer generella argument 

(Britt & Irwin, 2008; Kaput, 1995; Lins & Kaput, 2004).  

Den andra typen av undervisning benämns som pre-algebra och beskriver 

en undervisning som föregår en mer traditionell algebraundervisning (se t.ex. 

Carraher m.fl., 2006; Carraher & Schliemann, 2007; Schliemann m.fl., 2007). 

 
8 Data är producerad i de båda forskningsprojekten, men föreliggande litteraturstudie är 

sammanställd i relation till forskningsprojekt 2. 
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En pre-algebraisk undervisningen kan förstås som att algebra ska utvecklas 

utifrån aritmetiska förutsättningar, där aritmetik helst bör förstås som 

numeriska operationer skilt från algebra som handlar om generaliseringar. 

Pre-algebra innebär moment i undervisningen som sker efter aritmetiken men 

innan algebra, där elever med hjälp av redskap (1) räknar med föremål för att 

gruppera och sortera, (2) benämner tal och antal av föremål, (3) genomför 

jämförelser av kvantiteter och värden, (4) organiserar ordningsföljder, och (5) 

beskriver summor, differenser, kvoter, och produkter av kvantiteter och 

värden.   

Den tredje typen av undervisning benämns tidig algebraisering (Blanton & 

Kaput, 2011; Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Den här typen av 

undervisning bär på idén att algebraiskt tänkande kan gå bortom aritmetiska 

förmågor såsom exempelvis beräkningar och rabblande av tabellkunskaper 

(Cai & Knuth, 2011). Litteratur som kan kopplas till tidig algebraisering 

utgörs till stora delar av metastudier av andra studier (Cai & Knuth, 2011). 

Den undervisning som beskrivs inkluderar elevers möjligheter att analysera 

relationer mellan kvantiteter, identifiera strukturer, generalisera, lösa problem, 

modellera, argumentera, bevisa, och förutsäga teser (Blanton & Kaput, 2011; 

Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Skillnaderna mellan aritmetik och algebra 

är inte helt distinkta i den här typen av undervisning men summeras utifrån 

vad som är i fokus för algebra; (1) fokus på relationer inte enbart numeriska 

beräkningar, (2) fokus på operationer och deras inverser, (3) fokus på att både 

lösa ett problem och att representera lösningen, (4) fokus på symboler i form 

av både siffror och bokstäver, samt (5) fokus på innebörden i likhetstecknet 

(Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Algebra används alltså för att göra 

analyser av aritmetiska aspekter. 

Den fjärde typen av undervisning har ingen vedertagen benämning men 

relaterar till ett område inom matematikundervisning där både aritmetiskt och 

algebraiskt tänkande används av eleverna i de studier som presenteras (Hitt 

m.fl., 2016; Pittalis, 2018). En sådan typ av undervisning karakteriseras av 

möjligheter till elevhandlingar som relaterar till aritmetik, synliga aritmetiska 

processer, dess transformationer till algebra och transformationernas inverser. 

För att identifiera och utveckla både aritmetik och algebra samtidigt ligger 

fokus på undervisning där samband mellan olika notationer, redskap och 

ageranden är i fokus (Hitt m.fl., 2016). Forskarna försöker beskriva 

beröringspunkter mellan dessa två matematiska innehåll i undervisning 

snarare än att beskriva skillnader mellan dem.  

Den femte typen av undervisning benämns begynnande algebraiskt 

tänkande (Radford, 2000, 2014a; Zazkis & Liljedahl, 2002). Forskning 

relaterat till en sådan undervisning fokuserar elevers möjligheter att göra 

generaliseringar och att symbolisera dessa generaliseringar. I en undervisning 

syftande till begynnande algebraiskt tänkande ställs inga krav på att eleverna 

noterar generaliseringar på ett enbart korrekt algebraiskt vis. Eleverna kan 

exempelvis uttrycka generella samband verbalt, med gester och figurer 

(Radford, 2000, 2014a, 2014b). Ett begynnande algebraiskt tänkande kan 
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alltså tas i bruk för att göra generaliseringar utan att fullt ut använda gängse 

matematisk nomenklatur. Studier gällande ett begynnande algebraiskt 

tänkande bygger sina resultat på hur elever kan ges möjligheter att arbeta 

algebraiskt genom att representera lösningar på många olika sätt. Algebraiskt 

tänkande kan här representeras med stöd av exempelvis verbalt, skrivet och 

ritat språk, symboler och modeller, samt gester utgör observerbara data för att 

analysera elevernas algebraiska arbete (Roth & Radford, 2011). 

Den sjätte och sista typen av undervisning benämns vanligen algebraisk 

undervisning, inom vilken forskare ofta refererar till ED-programmet 

(Kozulin & Kinard, 2008; Kozulin, 2003; Mason, 1996; Schmittau, 2003; 

Sophian, 2002; van Oers, 2001; Venenciano & Dougherty, 2014). I studier 

inom en algebraisk undervisningstradition förespråkas utveckling av 

matematiska förmågor via kollektivt problemlösande med stöd av exempelvis 

algebraiska symboler (Kozulin & Kinard, 2008; Kozulin, 2003; Mason, 1996, 

2018; Schmittau, 2003; Sophian, 2002; van Oers, 2001; Venenciano & 

Dougherty, 2014). I en sådan algebraisk undervisningstradition fokuseras, 

som redan framgått i avsnittet om lärandeverksamhet ovan, matematiska 

begrepp, relationer mellan begrepp och strukturer inom aritmetiken 

(Carpenter m.fl., 2003; Radford, 2014a). Mason (1996) beskriver det 

algebraiska i en algebraisk undervisning som ett sätt att tänka med stöd i 

verksamheter och redskap. Det algebraiska sättet att undervisa handlar även 

om undervisning med de yngsta skolelever (Mason, 1996; Schmittau, 2003, 

2005; Venenciano & Dougherty, 2014). Vad gäller verksamheter blir frågor 

om elevers agentskap, deras möjligheter att initiera och delta i innehållsliga 

diskussioner samt möjligheter att reflektera över innehållsliga aspekter 

viktiga.  

Sammanfattningsvis kan early algebra i den inledande matematik-

undervisning grovt förstås som att algebraiskt tänkande utvecklas: (1) efter 

utveckling av ett aritmetiskt tänkande; såsom i algebraiserad elementär 

matematik och pre algebra, (2) samtidigt med aritmetiskt tänkande; såsom i 

tidig algebraisering, i undervisning som ser early algebra som ett område av 

aritmetiskt och algebraiskt tänkande, samt begynnande algebraiskt tänkande, 

respektive (3) som grund för aritmetiskt tänkande; såsom i en algebraisk 

undervisning. Den undervisning som är i fokus i föreliggande avhandling är 

som framgått tidigare grundad i en algebraisk undervisningstradition.  

Algebraiskt tänkande 

Den fortsatta litteraturöversikten presenterar forskning rörande algebraiskt 

tänkande som ett specifikt forskningsobjekt inom early algebra. Trots ett ökat 

intresse för algebraiskt tänkande under de senaste fyra decennierna både vad 

gäller forskning och vad gäller undervisning går det inte med enkelhet att ge 

någon enhetlig definition av detta sätt att tänka (Kieran m.fl., 2016; Kieran, 
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2018). Det går dock att på olika vis teckna en karta över olika sätt att beskriva 

algebraiskt tänkande. 

Ett sätt att teckna en sådan karta är genom att följa en historisk kronologi 

av publicerade texter gällande undervisning som fokuserar algebraiskt 

tänkande vilket redovisas i exempelvis Kieran med flera (2016), Kilpatrick 

och Izsák (2008) samt Radford (2010). En sådan kronologi kan utgöras av en 

och samma forskares texter från olika årtal där de beskriver ett algebraiskt 

tänkande med en något justerad beskrivning utvecklad över tid (se t.ex. Davis, 

1975, 1985, 1995; Kaput, 1995, 2000, 2008; Blanton & Kaput, 2005, 2011; 

Kieran, 1990, 2004, 2007, 2018).  

Ett annat sätt att teckna en karta över algebraiskt tänkande utgår från 

jämförelser av matematikundervisning i olika länder. Några exempel på 

sådana jämförelser är undervisning beskriven i (a) Kinas, Syd Koreas och 

Singapores läroplaner (Cai m.fl., 2005), (b) en jämförelse av ED-programmet 

som representant för rysk undervisning med undervisning i Singapore, Korea 

och USA (Kieran, 2004), (c) en beskrivning av ED-programmet i jämförelse 

med matematikundervisning i Kina (Mellone m.fl., 2018), samt (d) en 

beskrivning av mötet med algebra i Finland, Norge, Sverige och USA 

(Kilhamn & Säljö, 2019). 

Ett tredje sätt att teckna denna karta över algebraiskt tänkande handlar om 

innebörder av detta sätt att tänka. Några ofta använda beskrivningar av sådana 

innebörder finns framskrivna i litteraturöversikter (se t.ex. Cai & Knuth, 2011; 

Kaput, 2008; Kieran, 2004, 2018). Gemensamt i samtliga av dessa översikter 

är att algebraiskt tänkande i de yngre skolåren kan manifesteras utan några 

algebraiska symboler. Detta tänkande kan komma till uttryck både med och 

utan skriftliga symboler i elevers analyser av relationer mellan kvantiteter, 

representationer av strukturer, analyser av matematiska förändringar, 

generaliseringar, problemlösning, modellerande, bevisföring, provande och 

förutsägelser (Kaput, 2008; Kieran, 2004). Det finns även beskrivningar av 

innebörder av algebraiskt tänkande utifrån klassrumsobservationer. Här 

beskrivs tänkande om och arbete med strukturer inom aritmetik eller 

reflektioner om okända värden även utan användande av gängse algebraisk 

nomenklatur (Radford, 2014a, 2014b); om och med relationer inom numeriska 

och geometriska mönster (Carraher m.fl., 2006; Warren m.fl., 2006); eller om 

funktionstänkande, diskussioner om funktioners inverser, samt operationer 

med okända (Driscoll, 1999).  

Tre innebördsliga aspekter kan identifieras som gemensamma för 

beskrivningar av algebraiskt tänkande – generaliserad aritmetik, formaliserad 

aritmetik, samt modellering (Bednarz m.fl., 1996; Herscovics, 1989; 

Herscovics & Linchevski, 1994; Kaput, 2008; Kieran m.fl., 2016; se även 

Kieran,1990, 1992, 1995, 2004, 2018; Linchevski & Herscovics, 1996; 

Schoenfled, 2008; Sfard & Linchevski, 1994). Dessa aspekter av algebraiskt 

tänkande presenteras närmare nedan, inte enbart för att specificera och 

definiera detta sätt att tänka utan även för att ge exempel på hur algebraiskt 

tänkande kan manifesteras och utvecklas i undervisning. 
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Generaliserad aritmetik 

Forskning om algebraiskt tänkande som generaliserad aritmetik handlar om 

hur elever ges möjlighet att urskilja generella strukturer inom aritmetik. De 

strukturer elever behöver utskilja handlar exempelvis om relationer mellan 

olika kvantiteter. Strukturer kan exempelvis bestå av additiva strukturer såsom 

additiva och subtraktiva relationer mellan kvantiteter (Davydov, 1982), eller 

multiplikativa strukturer som inkluderar förhållanden mellan kvantiteter 

(Yeong & Dougherty, 2013). Generella strukturer kan också bestå av 

strukturer i bassystemet för att specifikt förstå positionssystemet (Slovin & 

Dougherty, 2004, se även Björk m.fl., 2019). 

Enligt avsnittet om early algebra ovan kan sådana relationer utvecklas på 

olika sätt. Undervisning kan fokusera numeriska exempel som utformas på 

sådant vis att strukturer framträder, eller så kan undervisning fokusera explicit 

på relationerna som diskuteras med stöd av algebra (Davydov, 1990; van Oers, 

2001). Generaliserad aritmetik kan kopplas till algebraiskt tänkande, där 

kärnan av algebra utgörs av numeriska abstraktioner (Bourbaki, 1974; 

Krutetskii, 1976). 

Diskussioner om generaliserad aritmetik inom den inledande matemati-

kundervisningen tar, till skillnad från diskussioner inom exempelvis 

disciplinen matematik, hänsyn faktorer såsom elevernas utveckling (Carraher 

m.fl., 2008; Davydov, 1990). Undervisningen har som mål att utveckla ett 

generaliserat tänkande men de resonemang som unga elever visar tecken på 

bör ändå bemötas som ett begynnande algebraiskt tänkande (Davydov, 1990; 

Radford, 2012; Zazkis & Liljedahl, 2002). Resonemangen bör ses som att vara 

på väg mot generalisering även om de inte till alla delar uppfyller normer för 

algebraisk nomenklatur (Carraher m.fl., 2008; Davydov, 1990; Radford, 2012; 

Zazkis & Liljedahl, 2002; Zazkis m.fl., 2008).  

I sin kunskapsöversikt om algebraiskt tänkande beskriver Kaput (2008) 

detta sätt att tänka som systematiskt symboliserad generalisering (Kaput, 

2008). Generell symbolisering är således i fokus, men inom den inledande 

matematikundervisning där ett begynnande algebraiskt tänkande diskuteras 

kan man även ta hänsyn till att generalisering kan manifesteras på olika vis 

(Kaput, 2008; se även Radford, 2012; Zazkis & Liljedahl, 2002). Radford 

(2012, 2018) särskiljer exempelvis generalisering som: factual (faktisk min 

översättning) – där barnens egna vardagliga beskrivningar tas i bruk även för 

att beskriva generella aspekter av aritmetik, contextual (kontextuell min 

översättning) – där symboliseringen knyter an till det sammanhang den tas i 

bruk i, och symbolic (symbolisk min översättning) – där traditionell 

nomenklatur tas i bruk. 

Studier om algebraiskt tänkande beskriver även generalisering som olika 

kvalitativa nivåer (Krutetskii, 1976). Krutetskii (1976) beskriver en första nivå 

där elever endast opererar med faktiska exempel där de egentligen inte kan 

generalisera, en andra nivå där elever kan göra generella abstraktioner men 

gör detta utan formell korrekthet, en tredje nivå där elever kan generalisera 
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enligt tidigare inlärda mönster eller med hjälp och stöd och en fjärde nivå där 

elever spontant och enligt formell matematisk nomenklatur kan göra 

generaliseringar.  

Formaliserad aritmetik  

Forskning om formaliserad aritmetik i relation till yngre elever inkluderar 

bland annat forskning om funktionstänkande, proportionellt tänkande, 

mönstertänkande och variabeltänkande (Kieran m.fl., 2016). I dessa studier 

inkluderas även det specialfall av funktionstänkande som utgörs av utsagor 

med algebraiska symboler där elever kan analysera relationer mellan 

kvantiteter (Cai & Knuth, 2011; Kaput, 2008; Kieran, 2018; Schifter, 2018). 

Andra exempel på studier gällande formaliserad aritmetik är empiriska 

klassrumsstudier där analyserna är gjorda utifrån semiotiska och 

verksamhetsteoretiska ramverk (Radford, 2014a). Radford (2014a) särskiljer 

olika kvaliteter av symbolisering som känns igen även från kvaliteter av 

generalisering, se ovan. Algebraisk symbolisering kan härvidlag beskrivas 

som faktisk, kontextuell, eller symbolisk. Kaput (2008) beskriver utifrån sin 

kunskapsöversikt som redan nämnts två centrala aspekter av algebraiska 

resonemang i en inledande matematikundervisning. Dessa aspekter kan 

manifesteras på tre olika sätt: (1) algebra som elevers studier av strukturer 

abstraherat från beräkningar av och resonemang om aritmetiska kvantiteter, 

(2) algebra som studier av funktioner, algebra som relationer – exempelvis 

additiva och multiplikativa relationer, algebra som samband – exempelvis 

funktionella och proportionella samband, samt variabler, (3) algebra som 

applicerande av ett kluster av modellerande språk både inom och utanför 

matematiken (Kaput, 2008). Kaput (2008) nämner ED-programmet som ett 

exempel på hur algebra kan användas för att studera strukturer, för att 

formalisera aritmetiska strukturer i resonemang om relationer och för att 

modellera matematiska begrepp. Relationer som identifieras med algebraiskt 

tänkande är exempelvis additiva och multiplikativa strukturer och dessas 

inverser (Davydov, 1982; Yeong & Dougherty, 2013). 

Algebraisk modellering 

I studier inom early algebraforskningen beskrivs modellering som mer än 

enbart noteringar med symboler enligt gängse matematisk nomenklatur 

(Kieran, 2018; Zazkis & Liljedahl, 2002; Zazkis m.fl., 2008). Symboler kan 

istället användas som representationer av gemensamma innebörder i 

kollektiva verksamheter (Davydov, 1990). Kombinationen av en symbol, dess 

innebörd i ett specifikt sammanhang och möjligheten att kommunicera den 

innebörden är tätt sammanflätade i varandra (Davydov, 1990). Algebraiska 

symboler kan ses som ett språk för modellarbete (Kaput, 2008). Algebraiskt 

tänkande och dess funktion i ED-programmet nämns av Kaput (2008) som ett 
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exempel på algebraisk modellering där hela programmet bygger på 

modellering (se teorikapitlet och metodkapitlet gällande lärandemodeller).  

Klassrumsstudier visar att obekanta värden kan modelleras på systematiska 

sätt genom att benämnas eller symboliseras med bokstavssymboler eller icke-

konfessionella symboler, men också med verbalt språk, gester eller 

kombinationer av dessa (se t.ex. Radford, 2014a). Systematiken består då i att 

eleverna arbetar med obekanta kvantiteter som om de var kända värden och 

att dessa värden bestäms och symboliseras på andra sätt som inte enbart är att 

pröva sig fram (se t.ex. Kilpatrick m.fl., 2001; Radford, 2014a; van Oers, 

2001). Symboler för exempelvis obekanta, okända, variabler och parametrar 

som används inom early algebra kan således skilja sig från algebraiska 

symboler inom traditionell algebra där gängse matematisk nomenklatur är 

vanligare (Kieran, 2018; Kieran m.fl., 2016). Studier visar att algebraiska 

idéer kan uttryckas och symboliseras av barn så unga som 3 till 5 år om man 

godkänner andra sätt att symbolisera (Kilpatrick m.fl., 2001). Barnens 

argumentation kan således användas i generella resonemang av algebraisk 

karaktär (Kaput, 2008). Se metodkapitlet i avsnittet om lärandeuppgifter 

gällande hur algebraiskt tänkande kan symboliseras. 

ED-programmet i en algebraisk undervisningstradition 

Här presenteras en översikt över forskning som handlar om arbete med 

lärandeverksamhet inom en algebraisk undervisningstradition.  

En forskningsinriktning inom den algebraiska undervisningstraditionen har 

en explicit utgångspunkt i det ryska ED-programmet (Cai & Knuth, 2011; 

Carraher m.fl., 2006; Kieran, 2004; Kieran m.fl., 2016; Morris, 2000; 

Schmittau 2011; van Oers, 2001; Warren m.fl., 2016; Venenciano & Heck, 

2016; Zuckerman, 2004). Programmet tar som tidigare nämnts sin teoretiska 

grund i lärandeverksamhet (Davydov, 1990; 2008/1986). I detta ED-program 

arbetar inte eleverna med numeriska exempel förrän en bit in på den andra 

terminen under det första läsåret. Undervisningen för att utveckla tänkande 

om generella strukturer utgår istället från algebraiska resonemang (Davydov, 

1990; Schmittau, 2003; Vygotsky, 1963/1934). 

 När ED-programmet introducerar numeriska exempel används 

kontinuerliga kvantiteter istället för diskreta kvantiteter och positiva heltal 

som många andra inledande matematikdidaktiska program ofta utgår från 

(Davydov, 2008/1986; Schmittau, 2003, 2011). De allra första uppgifterna 

innehåller möjligheter för eleverna att analysera olika kvantitativa egenskaper 

såsom längd, vikt, form, kurva, area, volym, höjd och antal. Jämförelserna 

görs med hjälp av algebraiska symboler och de för ED-programmet så typiska 

linjemodellerna för att representera jämförelserna när de arbetar med dessa 

olika kvantiteter (se t.ex. figur 7, s. 41). Arbetet med kvantiteter utgår från 

jämförelser och mätningar. Eleverna lär sig att urskilja en egenskap, 
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exempelvis volym för att sedan kunna använda volym för att göra jämförelser 

av olika kvantiteter. De lär sig att urskilja en area för att sedan urskilja olika 

kvantiteter av en area. Jämförelserna presenteras som skrivet med icke 

numeriska symboler; A = A, A ≠ B, A > B, B < A. Inga numeriska exempel 

används. De algebraiska symbolerna och linjemodellerna representerar 

okända kvantiteter. 

Thus, while children in the US have pre-algebraic experiences that are 

numerical, Russian children studying Davydov’s curriculum have pre-

numerical experiences that are algebraic. (Schmittau & Morris, 2004, s. 61, 

kursivering i original) 

Eleverna arbetar pre-numeriskt med utsagor där bokstavssymboler kan 

representera okända kvantiteter. Kvantiteterna i en utsaga kan således vara 

okända, det är relationer och samband i utsagan som är det primära både för 

undervisningen och för eleverna att urskilja. Linjemodeller kan stötta eleverna 

att fokusera de relationer som anges med bokstavssymboler i en utsaga eller i 

ett uttryck (Davydov m.fl., 2012; Schmittau & Morris, 2004, se även Eriksson 

m.fl., 2019). En additiv relation inbegriper att alla par av kvantiteter beskriver 

en tredje kvantitet noterad som A + B = C, därmed även C – A = B och C – B 

= A (Davydov, 1982). En multiplikativ relation följer det komplexa 

sambandet A * B = C, därmed även C/B = A där B ≠ 0 (Dougherty m.fl., 2011; 

Yeong & Dougherty, 2013).  

Idén med att låta eleverna arbeta med relationer mellan kvantiteter 

inspirerat av ED-programmet har även prövats utanför Ryssland. Ett exempel 

utgörs av en matematikundervisning i grupper om tre till fem elever i USA. 

Resultaten av den studien signalerade att eleverna utvecklade förmågor i 

problemlösning av högre kvalitet än elever i studiens kontrollgrupper (Morris, 

2000). Eleverna som arbetat med uppgifterna i ED-programmet klarade att 

lösa uppgifter som elever i högre årskurser brukar ha stora svårigheter att lösa 

(Schmittau & Morris, 2004). Programmet är också prövat i matematik-

undervisning för de yngsta eleverna på Hawaii i projektet Measure Up 

(Dougherty & Slovin, 2004; Venenciano & Heck, 2016). Projektet bygger på 

grundidén om att utveckla algebraiskt tänkande genom jämförande av 

kvantiteter som finns inbyggt i ED-programmet. I Estland finns inslag av en 

algebraisk undervisning inskriven i de nationella styrdokumenten för 

utbildning av de yngsta skoleleverna (Hemmi m.fl., 2020). I årskurs 1 till 3 

ska eleverna i Estland exempelvis representera kvantitativa relationer mellan 

kvantiteter i ord med både algebraiska och numeriska symboler. I Sverige har 

studier identifierat kriterier för speciella nyckeluppgifter för att möjliggöra en 

algebraisk undervisning. Uppgifterna behöver inrymma möjligheter till 

gemensamt arbete, möjligheter för eleverna att analysera innebördsliga 

principer, samt möjligheter för dem att reflektera över det kunnande som 

uppgiften ämnar utveckla (Adolfsson Boman m.fl., 2013: Eriksson m.fl., 
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2019). I en svensk fenomenografisk studie har elevers erfarande av kvantiteter 

analyserats som (1) något som behöver räknas med två underkategorier som 

är att ramsräkna och tillskriva ett värde (2) något som kan relateras med två 

underkategorier som är delar och en helhet samt utforska relationer 

(Tuominen, 2018). 

Med grund i ED-programmet finns även studier som utgår från mätning 

och jämförelse för att utveckla förståelse för multiplikation (Izsák & 

Beckman, 2019; Simon & Placa, 2012) samt specifikt för elevers arbete med 

tal i bråkform (Davydov & Tsvetkovich, 1991; Simon m.fl., 2018; se även 

Eriksson, 2015). Jämförelser av olika kvantiteter har även utgjort grunden för 

lärarstudenter att utveckla förståelse av tal i bråkform (Bobos & Sierinska, 

2017). I de studierna förväntades studenter och elever utveckla ett teoretiskt 

tänkande om tal i bråkform, där de fokuserade de additiva och multiplikativa 

relationerna i ett tal i bråkform. Uppgifterna utgår från att tre olika enheter 

behöver urskiljas: en enhet som ska mätas, en mätenhet och en mindre enhet 

att mäta mätenheten med. Uppgifterna öppnade upp för möjligheter för 

resonemang om relationer inom tal i bråkform. Resonemangen fokuserade 

mer på relationerna inom talen vad resonemang som utgår från att en helhet 

ska delas i delar, vilket vanligtvis brukar vara tårtor eller pizza som ska delas 

i lika stora delar (Bobos & Sierinska, 2017).  

ED-programmet har även prövats i klassrumsstudier i årskurs 1 i 

östasiatiska länder där elever och lärare tillsammans har diskuterat algebraiska 

lösningar på problem (Lee, 2006). En av uppgifterna var att notera a + 1 på 

en tallinje. Studien visar att det inte bara är de mest högpresterande eleverna 

som har nytta av algebra utan även elever som annars presterar låga resultat i 

matematik kunde använda tallinjen på ett mer relevant sätt (Lee, 2006). I dessa 

länder erbjuds eleverna även blockmodeller som stöd för tanken i matematiska 

problemlösningar (Kaur, 2019). Från Canada redovisas ett projekt som 

fokuserar relationer mellan olika matematiska begrepp (Polotskaia, 2017; 

Polotskaia & Savard, 2018; Polotskaia, Savard, & Freiman, 2016). 

Programmet används även inom lärarutbildning och i lärarfortbildning i 

Canada och Italien (Bobos & Sierinska, 2017; Mellone m.fl., 2018; Mellone 

& Tortora, 2017). Mellone med flera (2018) använder exempelvis 

programmet för att tillsammans med lärarstudenter och verksamma lärare 

synliggöra den traditionella italienska undervisningen.  

För att utveckla en algebraisk undervisningstradition arbetar forskare även 

med frågor gällande hur alla elever kan erbjudas agentskap i arbete med 

teoretiska begrepp (Moxhay, 2008; Radford, 2020; Stetsenko, 2019), hur 

elevers utforskande och meningsskapande av generella och teoretiska begrepp 

kan föregå arbete med konkreta exempel av begreppen (Davydov, 1990), samt 

hur elever kan erbjudas möjligheter att utveckla kunnande om teoretiska 

begrepp genom att arbeta med redskap utvecklade av tidigare generationer för 

framtidens kommande behov (Zuckerman m.fl., 1998).  
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Metoder och metodiska överväganden 

Forskningsprojekten som ligger till grund för data i föreliggande arbete 

genomfördes i syfte att utveckla och utforska en undervisning som kan främja 

algebraiskt tänkande för flerspråkiga elever 6 till 12 år gamla. Ett 

grundantagande var att ett algebraiskt tänkande kan utvecklas genom 

deltagande i lärandeverksamhet som präglas av kollektiva matematiska 

resonemang gällande relationer mellan kvantiteter av positiva hela och 

rationella tal. De forskningsfrågor som utvecklades utgick från lärargruppens 

behov av att sätta ord på elevernas arbete och elevernas erfarande av arbetet i 

en lärandeverksamhet där algebra sattes i fokus (artikel 1). I det 

forskningsarbete som bedrevs utvecklades även ett behov av att se och förstå 

vilket algebraiskt tänkande som möjliggjordes i lektionerna (artikel 2 och 3). 

Den sista artikelns frågeställningar grundades i tidigare forskning om elevers 

förståelse av algebra respektive förståelse av tal i bråkform och hur dessa 

förståelser kan påverka undervisning (artikel 4).  

I detta metodkapitel presenteras de ansatser för undervisningsutvecklande 

forskning som legat till grund för dataproduktion. Den data som producerades 

och det designarbete som genomfördes knutet till undervisningen i de båda 

forskningsprojekten presenteras därefter följt av en presentation av 

analysarbetet i de ingående artiklarna. Metodiska och etiska överväganden 

diskuteras och avslutningsvis presenteras en sammanställning över metodiska 

detaljer i studierna i tabell 4 på sidan 62 (tabellen kan vara behjälplig för att 

orientera sig i metodkapitlet). 

Undervisningsutvecklande forskning 

I undervisningsforskning och forskning om undervisningsutveckling har det 

länge varit vanligt att lärare utgjort själva forskningsobjektet (Carlgren, 2012; 

Skolforskningsinsitutet, 2019; SOU 2016:38; SOU 2018:19; Wells & 

Claxton, 2002). Forskningsfrågor har sällan fokuserat aspekter direkt knutna 

till själva undervisningen och hur den skulle kunna utvecklas parallellt med 

att den förändringar utforskas strukturerat. Inom forskningsfältet early algebra 

finns en specifik forskningstradition främst utvecklad i Ryssland där 

undervisning sätts i fokus i forskningsfrågor om hur ett algebraiskt tänkande 

kan stötta unga elever att utveckla teoretiskt tänkande i relation till matematik 

(Kilpatrik, 1993; Zuckerman, 2012). I mer traditionell västerländsk forskning 
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om algebraiskt tänkande relaterar forskningsobjekten mer till att förstå 

tänkande i sig, hur det skulle kunna identifieras (Radford, 2014a) och hur 

elever kan tillåtas visa detta tänkande (Carraher m.fl., 2008; de Freitas & 

Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017), än att studera förutsättningar för hur 

ett sådant tänkande kan iscensättas i undervisning för att stötta generellt 

tänkande (Davydov, 2008/1986; Radford, 2014b; Zuckerman, 2004).  

I en undervisningsutvecklande forskning har forskare och lärare ett 

gemensamt intresse av att utveckla specifika kunskaper av direkt relevans för 

undervisningen (Bulterman-Bos, 2008; Cai m.fl., 2017; Carlgren, 2012, 2017; 

Chaiklin, 1993; Cobb & McClain, 2002). Inom early algebra beskrivs behov 

av ytterligare empiriska forskningsbidrag som exempel på hur elever kan 

utveckla algebraiskt tänkande specifikt genom undervisning, kriterier för 

sådan undervisning samt hur detta algebraiska tänkande kan urskiljas, 

observeras och analyseras (Carraher m.fl., 2008; de Freitas & Sinclair, 2012; 

Radford & Roth, 2017). Kilhamn och Säljö (2019) presenterar en översikt av 

klassrumsobservationer gällande algebraundervisning i ett antal länder. De 

avslutar med slutsatsen att en förändrad matematikundervisning som även 

sätter algebra i förgrunden för de yngsta eleverna kräver samarbeten mellan 

forskar och lärare i empiriska klassrumsstudier för att i grunden förändra både 

uppgifter och resonemang i klassrummet.  

Inom en undervisningsutvecklande forskning är utgångspunkten att 

forskningsfrågorna kommer från den praktiska undervisningsverksamheten, 

med analysenheter som har karaktären av någon form av relation mellan 

undervisning och lärande (Carlgren, 2012; Cobb & McKClain, 2002; Kullberg 

m.fl., 2020). Forskningsfrågorna syftar inte bara till att få kunskap om 

undervisningspraktiken, utan syftar även till att förändra den samma genom 

att utveckla kunskap om vad som kan göras möjligt för elever att ta del av via 

strukturerade förändringar av den studerade undervisningen (Cobb m.fl., 

2003; Ruthven m.fl., 2009). Forskningsfrågorna kan bland annat fokusera 

möjligheter att beskriva innebörder av ett kunnande utifrån ett 

undervisningsperspektiv, och att undersöka hur en undervisning kan utformas 

som möjliggör för elever att utveckla just detta specifika kunnande (Carlgren, 

2012, Thorsten, 2018; Tväråna, 2019). Forskningsfrågorna kan också handla 

om hur elever ges möjligheter att visa kunnande med något annorlunda 

innebörder än traditionellt, exempelvis algebraiskt tänkande i kollektiva 

resonemang (Roth & Radford, 2011).  

Undervisningsutvecklande forskning kan jämföras med ett antal olika 

forskningsansatser såsom exempelvis: design- och utvecklingsforskning – 

Design & Development Research (van den Akker, 1999; van den Akker m.fl., 

2006), designexperiment (Brown 1992; Cobb m.fl., 2003), teacher 

development research (Elliott, 1991; Hollingsworth, 1997; Wells, 2002), 

aktionsforskning (Rönnerman, 2011), samt lesson- och learning study 

(Marton & Booth, 1997; Lewis, 2009). Det finns ingen anledning att i det här 

sammanhanget gå på djupet i långa beskrivningar av samtliga uppräknade 

ansatser men några gemensamma drag med konkreta exempel från design- 
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och utvecklingsforskning samt från lesson- och learning study kommer att 

användas för att tydliggöra och argumentera för val av design för 

dataproduktionen i avhandlingen.  

Undervisningsutvecklande forskning – iterativ, intervenerande 

och kollaborativ  

Samtliga ansatser för undervisningsutvecklande forskning är iterativa, 

intervenerande och kollaborativa (van den Akker m.fl., 2006). I föreliggande 

arbete utgjordes forskningsdesignen i form av learning study att dessa tre 

kriterier var en förutsättning för genomförande av de två forskningsprojekten 

(jfr Carlgren, 2017; Pang & Marton, 2003). Hur det iterativa och 

intervenerande arbetet strukturerades i föreliggande arbete berörs i avsnittet 

om de två forskningsprojekten. Det som ledsagade designen av 

forskningsprojekten var möjligheten att designa en undervisning, pröva 

designen, reflektera över det som genomfördes, reflektera över vad som 

behövde justeras och pröva igen (Elliot, 1991; Lewis, 2009). Anspråket om 

att undervisningsutvecklande forskning är kollaborativ innebär att samtliga 

deltagare i ett projekt – både lärare och forskare – deltar för att på olika sätt 

bli klokare och tillsammans på olika sätt förändra ett gemensamt tänkande och 

ett gemensamt handlande gällande den undervisning som beforskas (Cobb & 

McClain, 2002; Zuckerman, 2012). I en kollaborativ undervisnings-

utvecklande forskning av detta slag är det i likhet med annan aktionsforskning 

alltid viktigt att reflektera över och vara transparant med roller för de ingående 

deltagarna (Herr & Andersen, 2005). Hur ett sådant samarbetet kan 

organiseras och hur roller kan fördelas mellan de ingående parterna diskuteras 

både i relation till lärarens roll (I. Eriksson, 2018) och i relation till forskarens 

roll (Öhman, 2014). Läraren och forskaren kan vara en och samma person, 

men det kan också innebära att olika personer i olika yrkesroller samarbetar. I 

det kollaborativa arbetet kan lärare och forskare fördela arbetsuppgifter 

mellan sig vad gäller initiativ till en studie och i formulerandet av 

forskningsfrågor. De kan även fördela ansvaret för design, teori och analys av 

det datamaterial som gemensamt produceras (I. Eriksson, 2018). Min roll som 

forskare, projektledare och specialpedagog i de olika studierna i avhandlingen 

framgår av tabell 4 (s. 62). 

Forskningsprojekt 1 och 2 

Den data som utgjort underlag för de i avhandlingen ingående artiklarna har 

producerats dels inom forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015) och dels i det 

uppföljande undervisningsutvecklande forskningsprojektet benämnt 

forskningsprojekt 2. Alla forskningslektioner i båda forskningsprojekten har 

planerats, genomförts och reviderats tillsammans med lärare på en och samma 
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projektskola. Forskningsprojekt 1 genomfördes under läsåren 2012/2013 och 

2013/2014. Forskningsprojekt 2 genomfördes hösten 2014 – våren 2017. 

Båda forskningsprojekten bygger som redan nämnts på learning study som 

grundläggande designprincip. I de learning study cykler som genomförts har 

lärandeverksamheter utvecklats tillsammans med lärare och elever. Den 

iterativa processen innebar att både uppgifterna och det sätt varpå vi hanterade 

uppgifterna i lektionerna förändrades. En schematisk bild över processen 

presenteras i figur 2 (för ytterligare information se Eriksson, 2015). I Eriksson 

(2015) genomfördes denna iterativa process i fem cykler.  

Figur 2 

Schematisk bild av learning study arbetet i forskningsprojekten 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Vanligtvis används variationsteori i planerings- och analysarbete i en learning 

study. Både i forskningsprojekt 1 och 2 användes variationsteori för att 

designa ordningen av de specifika jämförelser som elevgrupperna arbetade 

med. I likhet med variationsteorin identifierades innehållsliga detaljer av 

kunnande, i variationsteori kallat lärandeobjekt och i forskningsprojekten 

kallat kunskapsobjekt, i relation till vad eleverna förväntades utveckla 

kunnande om. Aspekter av dessa objekt som vi utifrån förtest, genomförda i 

forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015) och aspekter som visade sig svåra att 

synliggöra i lektioner som genomfördes i forskningsprojekt 2 behandlades 

som kritiska i designarbetet. Sådana aspekter i uppgifterna behandlade 

lärargruppen som kritiska. Dessa aspekter designades enligt mönstret av 

variation presenterade av bland annat Marton (2015). Först kontrasterades 

aspekten mot något som den inte är för att elever skulle urskilja vad den var. 

Ett exempel på kontrast presenterat i Eriksson (2015) utgjordes av elevernas 

arbete på tallinjen med hela tal och rationella tal som inte är hela tal. Eleverna 

diskuterade var tal i bråkform och tal decimalform som inte representerar 

heltal skulle placeras på tallinjen i kontrast till var heltal placeras. Därefter 

behandlades aspekten i det som variationsteorin benämner generalisering, det 

vill säga en aspekt varieras med olika exempel av samma detalj. Ett exempel 

på generalisering enligt variationsteorin, även det hämtat ur forskningsprojekt 
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1, utgjordes av elevernas arbete med att markera olika stambråk på tallinjen, 

det vill säga 1/2, 1/3, 1/6. Slutligen blandades olika kritiska aspekter i en 

fusion för att eleverna skulle få arbeta med aspekterna satta i ett sammanhang. 

Fusion i forskningsprojekt 1 utgjordes av tal i bråkform som inte var stambråk. 

Ett exempel var talet 2/5. I de båda forskningsprojekten användes 

variationsteori främst i designen för att avgöra vilka jämförelser som eleverna 

skulle arbeta med.  

I designen av vilka övriga redskap som skulle erbjudas eleverna användes 

inte variationsteori. Då använde lärargruppen istället lärandeverksamhetens 

idén om kulturhistoriska traditioner där bland annat linjemodeller och uttryck 

med algebraiska symboler var sedan tidigare utvecklade redskap (jfr t.ex. 

Kozulin & Kinard, 2008). Lektionsdesignen i forskningsprojekt 1 och 2 

kompletterades med riktlinjer för hur en lärandeverksamhet kan organiseras 

för att ge elever möjligheter till deltagande i de kollektiva resonemang som 

lektionen syftade till. I en learning study kan enligt tidigare studier olika 

teorier för lärande kombineras eller komplettera varandra (I. Eriksson, 2017; 

se även Eriksson, 2015; Fermsjö, 2014; Fred, 2019; Johansson, 2019; 

Tväråna, 2019).  

Forskningsprojekt 2 innebar att uppgifter och undervisning förändrades 

och utvecklades i tre olika iterativa processer där ovanstående beskrivning av 

learning study ingick i alla dessa processer. Dessa tre iterativa processer 

beskrivs nedan i figur 3. De olika lektionerna som genomfördes i 

forskningsprojekt 2 har kodats enligt principen: projektår: årskurs: lektion: 

löpnummer (se figur 3). 

Den första iterativa förändringsprocessen utfördes mellan de olika 

klasserna inom respektive årskurs (illustrerat med A i figur 3). Här beslutades 

om spontana revideringar i korta lärarmöten mellan lektionerna, där det bland 

annat diskuterades vilka kontraster eleverna behövde erbjudas av det 

kunskapsobjekt som var i fokus. Den andra iterativa processen utgjordes av 

revideringar vid de återkommande veckoplaneringarna, där nästkommande 

problemsituation som eleverna skulle arbeta med diskuterades (illustrerat med 

B i figur 3). Dessa planeringar skilde sig något åt mellan de olika projektåren. 

Under det första projektåret i forskningsprojekt 1 fokuserades det 

matematikdidaktiska innehållet som utvecklats i ED-programmet och hur det 

kunde förstås i relation till svensk matematikundervisning. Det andra 

projektåret fokuserade på vilka frågor läraren behövde arbeta med för att 

utmana eleverna (jfr Zuckerman m.fl., 1998). Det tredje året fokuserade hur 

en lärare kan utmana både sig själv och sina elever för att komma närmare en 

lärandeverksamhet genom att påverka de gemensamma matematiksamtalen 

(jfr t.ex. Cobb & McClain, 2002). Den tredje iterativa processen var den som 

utvecklades mellan de olika projektåren (illustrerat med C i figur 3). Här var 

det främst designen av uppgifterna och hur uppgifterna skulle presenteras för 

nya lärargrupper som utgjorde iterativa inslag i processen (jfr Davydov m.fl., 

2012).   
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Figur 3 

De iterativa processerna i forskningsprojekt 2  

 Vecka 1  Utvecklingsfokus      Vecka 2           Vecka n 

Projektår 1 

 

 

 

 

 

Projektår 2 

 

 

 

 

 

  

Projektår 3 

 

 

 

 

 
Not: Figuren visar kodningen av lektionerna i forskningsprojekt 2: projektår: årskurs: lektion: löpnummer. 

(A) visar den iterativa processen mellan lektionerna inom respektive årskurs, (B) visar den iterativa 

processen för de veckovisa planeringarna och (C) visar den iterativa processen mellan de olika projektåren. 

Data  

Data från forskningsprojekten utgjordes av videoinspelningar från 

forskningslektionerna, lektionsanteckningar, fotografier från lektionerna och 

elevernas arbetsmaterial. För videoinspelningarna i båda forskningsprojekten 

använde vi två kameror. En kamera var placerad längst bak i klassrummet för 

att dokumentera elevernas handlingar riktade till arbetet med 

kunskapsobjektet som pågick på tavlan. En kamera var placerad vid tavlan för 

att mer i detalj dokumentera elevers och lärares handlingar i utvecklingen av 

lärandeuppgifter och i arbetet med specifika lärandemodeller (jfr Cole, 2013). 

Observationsanteckningar och elevarbeten utgjorde också dokumentation från 

forskningslektionerna i båda forskningsprojekten. Det finns sammantaget 

nittiotre dokumenterade forskningslektioner från projekten. De forsknings-

lektioner som valts ut till de fyra artiklarna har transkriberats och bearbetats 

så som beskrivs i respektive analysmetod här nedan. Ordagrann transkribering 

(Linell, 1994) har genomförts för de delar av lektionerna som varit i fokus i 
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respektive artikel. Ordagrann betyder enligt Linell (1994) att alla 

identifierbara ord har återgetts tillika omtagningar i prat gällande partier som 

fokuserade matematiskt innehåll. De ordagrant återgivna samtalen 

inkluderade även noggranna beskrivningar av vem som gjorde vad med vad  

som svar på analysfrågor inspirerade av lärandeverksamhet. 

Planeringstillfällen tillsammans med lärargrupperna dokumenterades med 

ljudupptagning. Dessa ljudupptagningar (29 stycken till antal) användes för 

att återge designarbetet av undervisningen; ljudupptagningarna är inte 

transkriberade. 

Data till artikel 1 utgjordes av videodokumenterade elevintervjuer från 

årskurs 1. I dessa intervjuer arbetade eleverna med att jämföra olika 

kvantiteter. De arbetade enskilt eller i par. Intervjuerna genomfördes under 

januari och februari månad under vart och ett av de tre projektåren. 

Genomförandet av intervjuerna diskuteras och problematiseras under rubriken 

fenomenografi i kapitlet om analytiska ramverk. 

Urval 

I forskningsprojekten har många urval behövt göras. För att möjliggöra 

prövandet och utformandet av en algebraisk undervisning under en längre tid 

gjordes urvalet av deltagande skola utifrån ett så kallat bekvämlighetsurval 

(Bryman, 2016). Detta urval medförde att de båda projekten genomfördes på 

en mångkulturell skola som fortlöpande tar emot nyanlända elever. Under 

tiden som projekten pågick fanns det mellan tjugofem och tjugosju olika 

modersmål på skolan. Klassorganisationen på skolan medför att de olika 

modersmålen är fördelade i samtliga klasser (se tabell 1).  

Elevgrupperna i forskningsprojekt 1 utgjordes av alla elever i årskurs 4 

under läsåren 2012/2013 och 2013/2014. För mer information och detaljer om 

upplägget se Eriksson (2015). Den sista versionen av forskningslektionen i 

forskningsprojekt 1, det vill säga learning study lektion nummer fem, 

genomfördes även i årskurs fem under våren 2014.  

Forskningsprojekt 2 genomfördes i årskurs 1, 2 och 3, med tillägg för vissa 

lektioner även i förskoleklassen, under det tredje projektåret. Urvalet av 

klasser som skulle involveras var olika de olika projektåren. Samtliga klasser 

på lågstadiet skulle involveras när projektet var helt utvecklat. Skälen till detta 

var dels etiska, för att inte undanhålla undervisning vi hade som tes att skulle 

utveckla elevernas kunnande, dels fanns det inte något inslag i 

forskningsfrågorna av karaktären att jämföra undervisning mellan olika 

elevgrupper. I detta andra forskningsprojekt lades en ny årskurs till projektet 

för varje projektår. Projektet fick sålunda växa kontinuerligt för att den lokala 

lärargruppen skulle hinna med att designa och reflektera över lektionerna. De 

ingående grupperna i forskningsprojekt 2 presenteras i tabell 1.  
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Tabell 1  

Deltagande elevgrupper i forskningsprojekt 2 

 

* baserat på modersmålsundervisning (inklusive svenska) 

 

Första året ingick alltså lärare och elever från årskurs 1. Andra projektåret 

fortsatte dessa klasser som då utgjorde årskurs 2 i projektet, samtidigt som 

även det läsårets årskurs 1 inkluderades. Det tredje projektåret deltog f-

klassen, årskurs 1, 2 och 3. Detta innebar att klasserna 3a och 3b år tre av 

projektet deltagit tre år i forskningsprojekt 2, klasserna 2a, 2b och 2c deltagit 

2 år, samt att klass 1a, 1b och 1c deltagit 1 år. 

Urvalet av elevintervjuer till den fenomenografiska studien som 

presenteras i artikel 1 utgick från ett lämplighetsurval (Bryman, 2016), i det 

här fallet utifrån kvalitet på dokumentationen. Av de totalt 146 intervjuerna 

som genomfördes användes 42 stycken i analysarbetet där filminspelningarna 

blev av en sådan kvalitet att de gick att analysera i relation till elevernas 

verbala, skrivna och förkroppsligade språk. 

De lektioner som användes i artiklarna 2, 3 och 4 valdes utifrån hur väl 

lärandeverksamheter utvecklades i relation till de forskningsobjekt som 

fokuserades i respektive studie (jfr Roth, 2005). Kriterier för urvalet utgjordes 

av elevernas engagemang i att gemensamt konstruera lärandemodeller (jfr 

Davydov, 2008/1986; Zuckerman, 2012). Specifikt utgjorde lärande-

handlingar urvalet i artikel 2 och olika problemsituationer urvalet i artikel 3. 

Lektioner där undervisningen hamnade långt ifrån en lärandeverksamhet 

möjliggjorde således inte analyser av relevans för forskningsfrågorna i de 

ingående artiklarna. De lektioner som valdes ut för studien till artikel 3 i 

årskurs 1 och 2 genomfördes det tredje projektåret (Lektion 3:1:9:2 respektive 

Lektion 3:2:12:2). De lektioner som valdes ut för analys i artikel 2 och 4 var 

den femte och sista learning study lektionen i forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 

2015). För studien till artikel 4 genomfördes motsvarande lektion även i 

årskurs 3 och 5 på projektskolan. Det betyder att ingen av de 

forskningslektioner som ingår i artiklarna genomfördes av lärargruppen för 

allra första gången, det vara bara eleverna som deltog i lektionen för första 

gången. Designen av de utvalda lektionerna var alltså känd av den lokala 

lärargruppen. 

Projektår Deltagande 

klasser 

Antal  

flickor/pojkar 

Antal olika språk* 

  

Lektionstid per 

vecka 

   a klass  b klass c klass  

1   2014/2015  1 a, b 11/11    13/10  14 90 min 

2   2015/2016  1 a, b, c     12/9      14/10     12/12 13 60 min 

2 a, b 13/12    14/11  14 90 min 

3   2016/2017  f-klass 11/10     8/9 10/10 10 15 min 

   1 a, b, c     6/12      8/8         8/11 9 30 min 

2 a, b, c        12/9    13/10       9/11      15 30 min 

 3 a, b 13/11  12/12  15 40 min 
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Undervisningsdesign 

Här presenteras det designarbete som lärargruppen genomförde i de båda 

forskningsprojekten. Arbetet presenteras med nedslag i centrala delar av 

designen för att ge ett sammanhang till de lektioner som valts ut som data till 

artiklarna.  

Lärandeverksamhet för undervisning i matematik 

Utgångspunkten för designen av undervisningen i de båda forsknings-

projekten var att pröva lärandeverksamhet som en möjlighet för våra elever 

att utveckla resonemang, kommunikation och argumentation med fokus på ett 

matematiskt innehåll. Tidigare forskningssammanställningar av bland andra 

Lerman (2006) samt Planas och Valero (2016) skriver fram dessa förmågor 

som speciellt svåra att utveckla i relation till matematik. Designarbetet i de 

båda forskningsprojekten syftade så till vida till att eleverna skulle utveckla 

dessa förmågor genom att bli förtrogna med adekvata matematiska redskap 

och teoretiskt tänkande i enlighet med vad exempelvis Davydov (2008/1986), 

Repkin (2003) och van Oers (2001) förespråkar. Lärandeverksamhet gav oss 

principer för hur kollektiva problemsituationer skulle designas för att 

möjliggöra för eleverna att utveckla dessa förmågor. Problemsituationerna 

skulle eleverna kollektivt utveckla till lärandeuppgifter där de erbjöds 

adekvata matematiska redskap för att konstruera lärandemodeller genom 

lärandehandlingar (jfr Davydov, 1990, 2008/1986; Repkin, 2003; Schmittau, 

2003; Zuckerman, 2004). 

I designarbetet hade vi att ta hänsyn till att vi inte i förväg kunde veta om 

den designade undervisningen skulle utvecklas till en lärandeverksamhet. Vi 

visste att vi bara kunde erfara lärandeverksamheten i stunden och analysera 

den i efterhand (Zuckerman, 2004). Med tiden lärde vi oss urskilja tecken på 

att eleverna skapade lärandeverksamhet under våra lektioner. Dessa tecken 

kunde bestå i att elevgruppen själva drev lösningen av en uppgift även när 

lektionen tog slut. De kunde fortsätta diskutera en uppgift även på rasten. 

Andra tecken att lärandeverksamhet utvecklades upptäckte vi dels med stöd i 

litteratur såsom exempelvis Davydov med flera (2003) dels genom det vi 

upplevde i lektionerna. Tecken på lärandeverksamhet i lektionerna var att 

eleverna kom med lösningsförslag och argumenterade för både sina egna och 

andras förslag till modeller och lösningar på problem. Det blev med tiden även 

viktigt för eleverna att många olika lösningar kunde diskuteras istället för att 

alla elever beskrev sin egen lösning fast den redan beskrivits av en 

klasskamrat. I enlighet med Davydov med flera (2003) var vår erfarenhet att 

innan en elevgrupp var van att arbeta i lärandeverksamhet behövde 

verksamheten alltid initieras av en lärare. Läraren i våra lektioner hade alltid 

en unik och suverän roll och fick ta ett stort ansvar i att stötta eleverna i 

utvecklingen av lärandeverksamhet.  
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Lärandeuppgifter 

Vi visste från tidigare studier att de uppgifter som eleverna arbetade med hade 

en central roll för huruvida lärandeverksamheter kunde utvecklas eller ej. 

Uppgifterna behövde ha sådana egenskaper inbyggda att de kunde utvecklas 

till det som Davydov (2008/1986) kallar lärandeuppgifter. Kravet på 

lärandeuppgifterna var att de skulle öppna upp för ett kollektivt arbete riktat 

mot specifika kunskapsobjekt (jfr Davydov, 2008/1986). Vidare var kravet på 

uppgifterna även att eleverna skulle uppleva ett behov av att reflektera över 

både egna och andras förslag till modeller av det specifika kunskapsinnehållet, 

det skulle inte vara möjligt att bara avge ett svar (Zuckerman, 2004, 2007). 

Arbete med att designa uppgifter inspirerades av ED-programmet såsom 

det bland annat presenteras i läromedlet utvecklat av Davydov med flera 

(2012) och i ett antal forskningsartiklar inom early algebra. I programmet 

finns inga detaljerade beskrivningar till eleverna hur uppgifterna ska lösas. I 

likhet med hur andra designat uppgifter utifrån programmet (se t.ex. Schmittau 

& Morris, 2004) beslöt vi att alla uppgifter skulle behandlas i gemensamma 

diskussioner. Alla uppgifter skulle bearbetas och analyseras kollektivt av 

elever och lärare för att de gemensamt skulle identifiera det problem som 

skulle lösas. 

Under det första året i forskningsprojekt 2 arbetade vi med uppgifter ur 

läromedlet Davydov med flera (2012) och uppgifter som enligt tidigare 

forskningsstudier inrymde potential att kunna utvecklas till lärandeuppgifter. 

Vi granskade fortlöpande vilka möjligheter uppgifterna gav eleverna att 

utveckla algebraiskt tänkande som ett exempel på teoretiskt tänkande. Under 

det andra och tredje projektåret lade vi i lärargruppen, utifrån våra reflektioner 

över arbetet under de tidigare projektåren, fokus på hur problemsituationer 

skulle kunna utvecklas, vilka motsättningar vi behövde synliggöra för 

eleverna samt vilka explicita frågor vi skulle behöva utmana eleverna med (se 

figur 3 s. 35). För att åskådliggöra vårt designarbete presenteras några 

exempel på situationer och uppgifter som utvecklades till lärandeuppgifter. 

Dessa uppgifter arbetade eleverna med innan de arbetade med de uppgifter 

som ingår i de fyra artiklarna. 

Uppstarten av arbetet med att utveckla lärandeuppgifter tillsammans med 

eleverna i årskurs 1 inspirerades av Adolfsson Boman med flera (2013) idé 

om nyckeluppgifter och Schmittaus (2003) beskrivning av den inledande 

matematikundervisningen. I det allra första arbetet fick eleverna analysera 

innebördsliga principer för de fyra symbolerna <, >, = och ≠  för att jämföra 

kvantiteter. Eleverna fick också möjlighet att reflektera över relationer mellan 

olika kvantiteter. I likhet med Adolfsson Boman med flera (2013) 

introducerade läraren tecknet för mindre än, <, som eleverna skulle använda 

för att göra jämförelser. Eleverna fick fundera på hur de skulle symbolisera 

större än, likhet och olikhet. Eleverna diskuterade skillnader mellan 

kvantiteterna och hur dessa skillnader skulle kunna symboliseras. Med 
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gemensamma krafter enades eleverna och läraren om hur symbolerna skulle 

se ut samtidigt som de reflekterade över innebördsliga aspekter av 

symbolerna.  

I en annan problemsituation vi designade ville vi att eleverna skulle 

utveckla ett behov av att representera jämförelser. Eleverna fick jämföra två 

volymer där de först jämförde två olika volymer och därefter två lika volymer. 

Vi samtalade om jämförelserna och eleverna efterfrågade till slut hur vi kunde 

representera och dokumentera dessa jämförelser. Ett elevarbete från detta 

arbete presenteras i figur 4. 

Figur 4 

Elevarbete om att representera jämförelser av två volymer (ur lektion 3:1:3:2) 

 

 

 

 

 

 

Lärandeuppgifterna kvalificerades succesivt genom att olikheter på olika vis 

skulle transformeras till likheter. Centralt i uppgifterna som designades var att 

problemen som inrymdes i dem skulle lösas utan specifika numeriska 

exempel. Istället var algebraiska symboler och linjemodeller centrala som 

redskap för att synliggöra bland annat matematiska strukturer såsom 

exempelvis relationer mellan kvantiteter (Davydov, 2008/1986, Schmittau, 

2004). En uppgift ur programmet som utvecklades till en lärandeuppgift var 

hämtad ur Davydov med flera (2012). Uppgiften utgör ett exempel på hur 

eleverna arbetade med relationer mellan okända kvantiteter samtidigt som de 

utforskade funktionen för en tallinje.  

Figur 5 

En uppgift ur Davydov med flera (2012, s.56) där elever kollektiv skulle arbeta 

med tallinjens funktion 

A=3K 

B=2K 

 

 

I den här uppgiften hade vi för avsikt att eleverna skulle utveckla en 

lärandeuppgift genom att de diskuterade att tallinjen kan ses som en utvecklad 

        

 Ʊ Ʋ Ƹ ȸ Ɍ ɸ ʘ 
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linjemodell med markerade enheter. I uppgiften i figur 5 behövde eleverna 

reflektera över att enheten på tallinjen och enheten (K) i utsagorna skulle 

kunna representeras både i utsagan och på tallinjen. Detta iscensattes såsom i 

figur 6. 

Figur 6 

Elevarbetet med uppgiften i figur 5 (ur lektion 2:1:6:2) 

 

 

 

 

För att tallinjen skulle bli meningsbärande för eleverna skulle de reflektera 

över att värden på en tallinje är på ett bestämt avstånd från varandra. A kunde 

alltså anges genom att markera tre enheter på tallinjen. Eleverna behövde 

också reflektera över var på tallinjen en startpunkt kunde vara placerad, det 

vill säga var en nollpunkt kunde befinna sig och som värdet av A och värdet 

av B kunde utgå från. Eleverna tog sedan eget initiativ till att representera 

additionen A + B på tallinjen. Uppgifterna ovan är exempel på de uppgifter 

eleverna arbetat med innan de deltog i intervjuerna som utgjorde data till 

artikel 1 och innan lektionerna som utgjorde data i artiklarna 2, 3 och 4. 

Uppgifterna i årskurs 1 och 2 som utgör data i artikel 3 (Eriksson & 

Eriksson, 2020) utvecklades med inspiration från Davydov (1982). Uppgiften 

i årskurs 1 innebar att eleverna skulle konstruera likhet mellan två olika 

kvantiteter. Summan av de två kvantiteterna utgjorde ett udda tal vilket var 

avsiktligt för att utmana eleverna att arbeta med olika transformationer. 

Samtidigt som eleverna transformerade olikheterna till likheter utforskade de, 

som framgår av artikel 3, addition, subtraktion och att halva skillnaden mellan 

de två kvantiteterna kunde subtraheras från den största och adderas till den 

minsta kvantiteten. Uppgiften presenteras i figur 7. Läraren hade lagt upp 

klossarna, och eleverna hade konstruerat linjemodeller på tavlan. 

Figur 7 

Rekonstruktion av uppgiften med linjemodell och klossar i årkurs 1 

presenterad i artikel 3 
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Förutom att det udda antalet var viktigt i designarbetet för arbetet med den här 

uppgiften var det även viktigt att hitta modeller som eleverna kunde utveckla 

till lärandemodeller. I designarbetet ingick också att utarbeta frågor till 

eleverna såsom exempelvis ”Hur kan vi åskådliggöra, visa, konstruera den här 

olikheten på ett annat sätt?” samt ”Vad kan vi tro att de här två högarna av 

klossar vill visa?”  

Uppgiften i årskurs 2 designades utifrån en linjemodell och en likhet 

bestående av algebraiska symboler (se figur 8).  

Figur 8 

Rekonstruktion av uppgiften med linjemodellen i årskurs 2 presenterad i 

artikel 3 

                       A       
     

     

     

     

     

    B        C 

 

Den här uppgiften skulle möjliggöra en diskussion om vilka olika relationer 

som kan identifieras och om eleverna kunde urskilja A som en helhet av 

delarna B och C. Vi startade upp arbetet med att fråga vilka relationer som är 

synliga. Vi fick dock i samtliga lektioner specificera denna fråga med hur kan 

vi ange A, respektive B och C. 

Uppgiften i årskurs 4 från forskningsprojekt 1 som utgör data i artikel 2 och 

artikel 4 designades för att skapa förutsättningar för eleverna att arbeta med 

tal i bråkform. Tanken var att de skulle upptäcka ett samband mellan de tre 

olika enheterna, i det här exemplet; en svart stav (enheten som skulle mätas), 

röda stavar (mätenheten) och vita stavar (mindre enhet att mäta mätenheten 

med) (jfr Davydov & Tsvetkovich, 1991). Designarbetet med den här 

uppgiften beskrivs närmare i kapitlet om lärandehandlingar. 

Sammanfattningsvis utgjorde de problemsituationer vi designade en möjlig 

grund för eleverna att utveckla lärandeuppgifter under vissa förbehåll. Dessa 

situationer behövde som nämnts utmana eleverna att identifiera det problem 

som skulle lösas. Situationerna som designades behövde också kräva 

samarbete både för identifikationen av problemet och för lösandet av 

detsamma. Lärarens roll blev viktig både i designarbetet och för elevernas 

möjligheter att utveckla lärandeuppgifter i lektionerna.  

Lärandemodeller  

I planeringen för att möjliggöra lärandeverksamhet lade vi även ett särskilt 

fokus på att förbereda elevernas möjligheter att konstruera de specifika 

lärandemodeller som beskrivs i ED-programmet. De lärandemodeller som vi 

planerade för skulle kunna fungera som ett tankestöd för utforskande av 
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specifika begrepp men även fungera som direkta hjälpmedel för att underlätta 

ett tänkande. I uppstarten av årskurs 1 planerade vi exempelvis att tallinjen 

både skulle utgöra ett stöd för att utforska enheter, värden och en nollpunkt 

samt fungera som ett stöd för numeriska beräkningar. Längre fram i arbetet 

planerade vi i enlighet med Gorbov och Chudinova (2000) att algoritmer 

kunde fungera både för att underlätta en specifik beräkning och fungera som 

ett stöd för utforskande av olika aspekter av den transformation och de 

operationer som de skulle möjliggöra. En algoritm kunde exempelvis även 

användas för att utforska olika positioner i ett specifikt positionssystem.  

Designarbetet fokuserade på att förbereda olika karaktärer av redskap som 

eleverna skulle kunna ta i bruk för att utveckla till lärandemodeller. I enlighet 

med Kozulin och Kinard (2008) förberedde vi tallinjer och linjemodeller och 

senare i arbetet även tabeller och diagram. Vi planerade också för att kunna 

använda olika symboliska representationer såsom algebraiska och numeriska 

symboler, samt att vi tillsammans med eleverna skulle dramatisera olika 

begrepp med hjälp av olika fysiska objekt. Exempel på redskap som 

planerades för till forskningslektionerna i de ingående artiklarna var klossar, 

de olika långa Cuisenairestavarna, linjemodeller, tallinjer, utsagorna med 

algebraiska symboler, samt gester och verbalt språk som skulle kunna stötta 

eleverna. I planeringsarbetet var vi väl medvetna om att vi i förväg inte skulle 

kunna säga exakt vilken modell som skulle komma att ta form i 

undervisningen. De lärandemodeller som utvecklades var beroende av vad 

eleverna initierade i det gemensamma arbetet. Men som tidigare forskning 

påvisar var det kulturhistoriskt vedertagna ämnesspecifika redskapen som 

även våra elever med tiden blev familjära med att hantera. Bland dessa 

redskap utgjorde uttryck med algebraiska symboler en särställning (jfr Gorbov 

& Chudinova, 2000, Kozulin & Kinard, 2008).  

I planeringsarbetet tog vi även hänsyn till lärandemodellernas funktion att 

synliggöra innehållsliga aspekter av kunnande (Davydov, 2008/1986), det vill 

säga att göra ett specifikt kunskapsobjekt transparent genom att möjliggöra 

reflektioner om kunskapsobjektet. Ett exempel som kan åskådliggöra detta 

presenteras i excerpt 1 hämtat från lektion 1 i artikel 3 (Eriksson & Eriksson, 

2020). Eleverna i klassen har precis enats om att två olika kvantiteter är lika 

och att detta synliggörs dels med linjemodeller dels med fysiska klossar. 

 

Excerpt 1 

06:39 Hana: But they are not the same. Here it looks as if there are many of 

them [she points at the pile with in which the cubes are far away from each 

other], and here there is just a few [she points at the pile in which the cubes are 

close to each other].  

06:41 Mahad: But are they not the same?  

06:41 Teo: There are four here and four here. 

06:41 Nadia: Yes, they are. (Eriksson & Eriksson, 2020 s. ej angivet ännu) 
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Hana tyckte alltså inte att de linjemodeller och de fysiska klossar som klassen 

arbetade med visade samma likhet (Eriksson & Eriksson, 2020). Det gick 

perceptuellt att urskilja att linjerna är lika och att klossarna var placerade olika. 

Det gick dock inte att se att det är den kvantitativa egenskapen som var den 

likhet som avsågs, den behövde påvisas och reflekteras. Modellen med 

linjemodellerna och de fysiska klossarna behövde alltså utvecklas med en 

verbal fråga och gester för att utgöra en lärandemodell för kunskapsobjektet 

likhet gällande kvantiteter. 

I designarbetet behövde vi också förbereda oss på att lärandemodellerna 

förändrades i processen med att lösa ett problem och att denna förändring 

kunde se olika ut i olika elevgrupper (Gorbov & Chudinova, 2000). 

Modellernas utformning var beroende av elevernas kunnande och deras vana 

att arbeta med lärandemodeller. Men utformningen var också beroende av 

didaktiska aspekter relaterade till specifika kunskapsobjekt (Gorbov & 

Chudinova, 2000). I ett inledande arbete med lärandeverksamheter var 

modellerna tvungna att initieras av läraren såsom i forskningsprojekt 1 

(Eriksson, 2015). I forskningsprojekt 2 när både elever och lärare blivit mer 

van vid modellarbete initierades, föreslogs och implementerades modellerna 

även av eleverna själva. Ett exempel på detta finns redovisat i det kommande 

avsnittet om lärandehandlingar hämtat från artikel 3 (Eriksson & Eriksson, 

2020), där eleverna initierade arbetet med linjemodeller utan att vara ombedda 

av läraren. Arbetet med lärandemodellerna var alltid expansivt, det vill säga 

att utforskandet av ett innehåll genom en modell alltid ledde till nytt innehåll 

som behövde utforskas.  

Ytterligare en egenskap för lärandemodeller som vi hade att beakta 

handlade om deras möjligheter att utmana eleverna genom att synliggöra 

motsättningar. Ett exempel från forskningsprojekt 1 var elevernas inledande 

arbete med att jämföra en lång sträcka med endast en annan mätenhet (se 

prologen s. 2). Elevernas förslag om att använda olika långa kortare sträckor 

godtogs inte som lösning av läraren.  Elevernas frågor ”Vad är det vi ännu inte 

kan?”, Vad är det vi måste veta?” besvarades inte av läraren utan frågorna fick 

istället fungera som en uppstart till att fortsätta utforska strukturer för ett tal i 

bråkform. Motsättningen i form av att endast en mätenhet fick användas 

utgjorde sålunda en utmaning och en ingång till det fortsatta arbetet (jfr 

Engeström & Sannino, 2010).  

En kort sammanfattning av det som varit vägledande i designarbetet med 

lärandemodellerna var deras möjligheter att skapa förutsättningar för eleverna 

att kollektivt reflektera över innehållsliga aspekter (möjliggöra 

kommunikation). Detta innehåll riskerade annars att vara osynligt 

(synliggöra). Lärandemodellerna skulle bevara ny information om ett innehåll 

från elevernas diskussioner (stötta) för att göra det möjligt att pröva nya 

aspekter av ett kunskapsobjekt. Modellerna skulle klargöra det som diskuteras 

(klargöra), samt att vara ett redskap för att ställa nya frågor (utmana). 
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Lärandehandlingar 

I designen av undervisningen var det även viktigt att diskutera hur eleverna 

kunde erbjudas möjligheter att utveckla lärandehandlingar. Vi visste med 

erfarenheter från forskningsprojekt 1 och från de texter vi tagit del av, bland 

annat Davydov (2008/1986), Repkin (2003) och Zuckerman (2004, 2012), att 

vi inte kunde bestämma eller i detalj planera för elevernas lärandehandlingar. 

Vårt förberedelsearbete fokuserade därför på att designa lärandeuppgifter och 

förbereda lärandemodeller enligt ovan, men vi använde lärandehandlingar 

som utvecklats i tidigare lektioner som vägledande för att utvärdera uppgifter 

och modeller. De lärandehandlingar vi hade som förebild för vårt designarbete 

var förutom från de texter vi läst framför allt de handlingar som utvecklades i 

den femte learning study lektionen i forskningsprojekt 1 (se H. Eriksson 2015, 

2017; Eriksson & Eriksson, 2016). Den lektionen presenteras kort i prologen 

på sidan 2. Lärandehandlingarna i den lektionen följde relativt tydligt det 

mönster av lärandehandlingar som föreslås av Davydov (2008/1986). Den 

lektionen var som nämnts i prologen till avhandlingen ett resultat av ett 

learning study arbete som fokuserade en enda uppgift och som utvecklats i en 

cykel om fem reflekterade och reviderade lektioner (se Eriksson, 2015). I 

designarbetet i forskningsprojekt 2 hade vi för avsikt att eleverna skulle få 

möjlighet att utveckla motsvarande lärandehandlingar. Lärandehandlingarna 

tog sig olika uttryck beroende av årskurs, klass och matematiskt innehåll. 

I exempelvis den lektion i årskurs 1 som utgjorde underlag för analyserna 

i Eriksson och Eriksson (2020) hade vi i designarbetet utvecklat den uppgift 

som presenteras i figur 7 på sidan 41 ovan. I den lektionen tog eleverna 

initiativ till ett modellarbete och nedanstående icke-verbala kollektiva 

lärandehandling form i lektionen.  

Eleverna i årskurs 1 arbetar med att konstruera likhet mellan två olika långa 

sträckor i en linjemodell. Arbete skedde gemensamt på tavlan. Eleverna enades 

om att addera en kvantitet till en mindre kvantitet för att konstruera denna 

likhet. När en elev började sudda (ta bort) från den längre sträckan, reagerade 

de övriga eleverna. De reste sig från sina stolar men satte sig igen när eleven 

vid tavlan istället började att förlänga (lägga till) den kortare sträcka för att 

konstruera likhet. De elever som inte var vid tavlan var således även de 

engagerade och reflekterade över det som skedde på tavlan. Eleven vid tavlan 

verkade få syn på att något kanske borde justeras eventuellt genom att de andra 

eleverna reste sig och underförstått kanske var på väg till tavlan för att rätta till 

(utdrag ur analysarbetet till Eriksson & Eriksson, 2020). 

 

I lektionen konstruerade alltså en elev en likhet med hjälp av klossar och 

eleven fortsatte konstruktionsarbetet även med linjemodellerna utan att 

läraren bett om detta. I efterhand analyserade vi detta som att eleverna i denna 

handling accepterade uppgiften (lärandehandling nummer 1 som presenteras 

på s. 13).  
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I designarbetet inför lektionen planerades för att uppgiften behövde 

bearbetas och transformeras tillsammans med eleverna (lärandehandling 

nummer 2). Eleverna ombads under lektionen att använda både klossarna och 

linjemodellen för att identifiera att likhet kunde utvecklas genom olika 

operationer. Detta tog som redan nämnts eleverna eget initiativ till. Lärarnas 

förberedelsearbete kom till användning för att sedan initiera subtraktion med 

frågan om hur vi skulle kunna konstruera likhet på ett annat sätt. 

Förberedelserna med att utmana eleverna till att ytterligare reflektera där de 

inte fick ta bort eller lägga till något ur modellen men ändå konstruera likhet 

initierade av läraren med frågan om det finns ytterligare sätt att konstruera en 

likhet mellan de två kvantiteterna (Eriksson & Eriksson, 2020). Att konstruera 

likhet genom att utforska olika operationer blev alltså möjligt i elevernas 

modellarbete med de olika operationerna (lärandehandling nummer 3). Att vi 

valde ett udda antal klossar medförde att eleverna kunde värdera de olika 

modellernas möjligheter att påvisa olika operationer (lärandehandling 

nummer 6). I Eriksson och Eriksson (2020) finns redovisat hur eleverna 

reflekterade över att det udda antalet bara kunde transformeras till en likhet 

med hjälp av linjemodellerna och inte med de fysiska klossarna om man inte 

fick lägga till eller ta bort något från den totala summan. 

Vi planerade för att de fysiska klossarna och linjemodellerna skulle hjälpa 

eleverna att reflektera över hur de olika operationerna kunde särskiljas 

(lärandehandling nummer 4). Att dessa lärandemodeller även synliggjorde att 

ett antal är konstant även om det representeras på olika vis, antalskonstans, (se 

excerpt 1 s. 43) hade vi inte planerat, men eleverna värderade modellen till 

fler kunskapsobjekt än det avsedda (på väg mot lärandehandling nummer 7). 

I lektionen från forskningsprojekt 1 som vi hade som förbild utvecklades 

istället olika algebraiska modeller för det kunskapsobjekt som var i fokus, 

nämligen olika modeller för tal i bråkform. I den här lektionen i årskurs 1 

möjliggjorde sålunda samma modeller ett synliggörande av olika 

kunskapsobjekt. I ett fortsatt arbete användes lärandemodellerna för att 

transformera olika numeriska exempel till likheter som valdes av både lärare 

och elever (lärandehandling nummer 5). 

En kortfattad sammanfattning av designarbetet gällande elevernas 

lärandehandlingar var att vi lärare inte i förväg kunde bestämma eller helt 

förutse dem. För att eleverna skulle utveckla lärandehandlingar var 

uppgiftsdesignen och lärandemodellerna viktigare i designarbetet än att 

förbereda våra egna explicita förklaringar till eleverna. Lärandehandlingar i 

tidigare genomförda lektioner var viktiga som riktlinjer för det pågående 

designarbetet. 
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Analysarbetet 

För att besvara arbetets övergripande forskningsfrågor och de ingående 

artiklarnas forskningsfrågor genomfördes kvalitativa analyser. Forsknings-

frågorna berör förklarande och beskrivande aspekter av i det här fallet 

algebraiskt tänkande och arbete med lärandemodeller. Frågorna har inga 

anspråk på att mäta, jämföra eller bidra med resultat relaterat till omfattningen 

av de resultat som presenteras. Beroende av artiklarnas forskningsfrågor har 

olika analytiska ramverk använts vilket innebär att även analysenheten 

varierat (jfr Strijbos m.fl., 2006). I det följande presenteras de analysmetoder 

som användes i de olika artiklarna. Fenomenografi användes i artikel 1 för att 

analysera elevernas erfaranden (Eriksson, 2019). Lärandeverksamhet 

användes i artikel 2 och 3 för att analysera lärandehandlingar och arbetet med 

lärandemodeller (H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020). Strukturer 

och begrepp för matematiska resonemang användes i artikel 4 för att analysera 

kollektiva matematiska resonemang (Eriksson & Sumpter, accepterad). I 

samtliga studier analyserades även algebraiskt tänkande. Metodiska aspekter 

för de fyra artiklarna finns presenterade i tabell 4 på sidan 62. 

Analys av elevers erfaranden 

För att i den första artikeln undersöka elevers olika erfarande av att arbeta 

algebraiskt genomförde och analyserade jag intervjusituationer med uppgifter 

där eleverna i årskurs 1 jämförde olika kvantiteter. Eleverna arbetade enskilt 

eller i grupp. Situationerna som eleverna arbetade i var designad så att de först 

skulle välja ett udda antal klossar. Dessa klossar skulle de sedan placera i två 

olika högar. Frågor som ställdes till eleverna under arbetets gång var hur de 

kunde jämföra antalet klossar, hur de kunde representera denna jämförelse, 

samt om de kunde förklara hur och varför de valde att genomföra 

jämförelserna så som de gjorde. Följdfrågor ställdes vid behov. De 

semistrukturerade intervjuerna genomfördes således medan eleverna arbetade 

med jämförelserna. Data utgjordes av elevernas handlingar, det vill säga deras 

arbete med de fysiska klossarna, skrivande av symboler, gester, samt verbalt 

språk. Analyserna av intervjuerna utgick från ett fenomenografiskt perspektiv. 

Analysen visade att dessa handlingar fokuserade att numeriskt räkna antal, att 

symbolisera olika antal, samt att kombinera olika representationer för antalen. 

Dessa tre typer av handlingar analyserades mot ett ramverk för unga elevers 

kvalitativt och hierarkiskt skilda förmågor att generalisera som utvecklats av 

Krutetskii (1976). Handlingarna analyserades också i relation till vad eleverna 

fokuserade på i dessa handlingar utifrån en förståelse av algebraiskt tänkande 

beskriven av Cai och Knuth (2011). Det erfarande som kategoriserades 

resulterade i ett utfallrum som formulerades som (1) numeriskt räknade, (2) 

identifierade av relationer, (3) bevarande av relationer. 
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Analyserna möjliggjordes av att intervjuerna dokumenterades med 

filmupptagning för att förutom elevernas svar i intervjun även fånga deras 

handrörelser, huvudrörelser och arbete med papper och penna. Ett exempel på 

elevernas arbete finns som en ögonblicksbild i figur 9.  

Figur 9 

Exempel på elevernas representation av jämförelser 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I figur 9 syns de klossar som en elev valde, i det här fallet sju klossar. På 

frågan hur antalet klossar kunde jämföras skrev eleven tecknet < mellan de två 

högarna av klossar. Enligt eleven kunde högarna representeras eller benämnas 

med A respektive L för att göra det lättare att reflekterade över relationen 

mellan de olika kvantiteterna. Eleven konstruerade sedan två linjemodeller, en 

lång som eleven menade hörde ihop med den större mängden klossar och en 

kort som hörde till den mindre mängden klossar. Bokstavssymbolerna i figur 

9 tillhörde enligt eleven klossarna men inte linjemodellerna. Det här arbetet 

tolkades till kategori 2 där elevens erfarande visade relaterade kvantiteter. Ett 

annat elevarbete genomfördes och redovisades på ett likande sätt. Den eleven 

förklarade att de algebraiska symbolerna kunde användas som representant för 

både klossarna och linjemodellen eftersom de representerade samma 

kvantitet, det vill säga A, som kunde användas för att diskutera både den korta 

sträckan och den lilla kvantiteten av klossar. Den andra algebraiska symbolen 

kunde av samma anledning användas till både den långa sträckan och den stora 

kvantiteten av klossar. Detta erfarande tolkades till en kategori 3 där elevernas 

erfarande visade att kvantiteterna konserverades oberoende hur de 

representerades.  

Det var som redan nämnts totalt 42 intervjuer där filmdokumentationen 

blev av så bra kvalitet att den var möjlig att analysera. Att analysera ett 

fenomenografiskt datamaterial innebär ett upprepat komparativt läsande där 

uppfattningar och erfarande faller ut som kategorier utifrån den förståelse som 

forskaren redogör för i relation till det fenomen som fenomenograferas (jfr 

t.ex. Eriksson, 1999; Marton, 2015; Larsson, 1986). I analysen till artikel 1 
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innebar det upprepande komparativa läsandet även ett skrivande för att mer 

och mer förfinat och detaljerat förstå och förklara elevernas handlingar. I detta 

skrivande och i läsandet av det skrivna föll erfarande i tre kategorier ut. Som 

framgått tidigare var det alltså inte intervjupersonernas uttalande i sig som var 

av intresse, istället var det viktigt att klargöra vilka omedvetna och 

oartikulerade erfaranden elevernas handlingar vilade på. I fenomenografiska 

analyser uppnår man ofta en analytisk mättnad när inte fler kategorier kan 

identifieras (Marton, 1981, 2015; Marton & Booth, 1997). I analysarbetet till 

artikel 1 inträffade detta efter analys av ungefär ett tjugotal intervjuer, det vill 

säga efter att cirka hälften av intervjuerna identifierades inte några fler 

kategorier.  

Analys av lärandehandlingar och arbetet med lärandemodeller 

För att i den andra och den tredje artikeln studera vad som möjliggjorde en 

kollektiv utveckling av lärandemodeller, och att studera vad som gjordes 

möjligt för eleverna att arbeta med i utvecklandet av dessa modeller användes 

lärandeverksamhet som ramverk för analyserna. Att både studera 

lärandemodellerna i undervisningen och elevernas agerande med dem var 

möjligt genom att sambandet mellan redskap (lärandemodeller) och 

handlingar utgör den analytiska enheten i lärandeverksamhet (Daniels, 2015; 

Roth & Radford, 2011; Zuckerman, 2004).  

  En analys inom ramen för lärandeverksamhet framstod även som intressant 

utifrån kända och dokumenterade svårigheter för ett analysarbete inom early 

algebra. Svårigheterna gällde analyser av faktiskt algebraiskt arbete (Radford, 

2018) där gester, muntliga resonemang, bilder och modeller behövde 

transformeras och tolkas som mer gängse algebra (Arzarello, 2006; Ernest, 

2006; Roth & Radford, 2011). Lärandeverksamhet som analytiskt ramverk 

med dess möjligheter att konstruera täta det vill säga detaljrika narrativ ur ett 

datamaterial framstod som ett alternativ för att tydliggöra sådana handlingar. 

Narrativen konstruerades med stöd av frågorna: Vad, av vem, i vilka 

situationer, med vad och i vilket syfte utförs de handlingar som kan studeras 

(I. Eriksson, 2017; H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020) inspirerade 

av tidigare arbeten inom lärandeverksamhet genomförda av exempelvis 

Daniels (2015) och Repkin (2003). Med stöd i dessa frågor kunde vi i enlighet 

med Davydov (2008/1986) och Stetsenko (2019) fokusera elevernas 

handlingar gällande jämförelser av kvantiteter i de analyserade lektionerna.  

De narrativ som konstruerades enligt ovanstående frågor för respektive 

artikel strukturerades utifrån olika kriterier. Analysarbetet i artikel 2 utgick 

från data i forskningsprojekt 1 och den lektion som finns presenterad på sidan 

2 i ovan beskrivna prolog. Narrativen från de här lektionerna strukturerades 

först i sekvenser gällande hur lärandemodellen förändrades under lektionens 

gång. Sekvenserna inspirerades av Radford (2015) som beskriver hur ett 

lärandeobjekt kan förändras i elevernas meningsskapande arbete med att 
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utforska dess innehåll. Den analysen genererade fyra sekvenser. De 

analysfrågor som användes för att hitta dessa sekvenser i de konstruerade 

narrativen var vilka förändringar av kunskapsobjektet som kunde identifieras 

samt vilka meningsskapande handlingar, det vill säga lärandehandlingar, som 

möjliggjorde dessa förändringar. De fyra sekvenserna konstituerades av olika 

lärandehandlingar. Sekvens 1 blev att innehålla hur eleverna identifierade 

strukturen av addition genom att de ”la en liten bit till” som ett tal i bråkform 

(lärandehandling nummer 1). Sekvens 2 blev att innehålla transformationen 

av problemet och modellandet med bråkdelen i talet (lärandehandling nummer 

2 och 3). Sekvens 3 motsvarar hur täljaren och nämnaren i bråkdelen 

identifierades och transformerades till representationen d/v genom ett antal 

mätningar (lärandehandling 4 och 5). Slutligen innehåller sekvens 4 

utvecklingen av modellen och en reflektion över ett tal i bråkform 

(lärandehandling 6 och 7).  

Analysarbetet i artikel 3 utgick från narrativ från en forskningslektion i 

årskurs 1 och en forskningslektion i årskurs 2. Narrativen strukturerades i 

olika problemsituationer som tog form under dessa lektioner. 

Problemsituationerna sammanföll med de situationer som designats för 

lektionerna. I problemsituationerna identifierades kollektiva 

lärandehandlingar med stöd av samma analysfrågor som användes för att 

konstruera narrativen, det vill säga analysfrågor inspirerade av 

lärandeverksamhet, se ovan. I analysen i artikel 3 kompletterades narrativen 

med excerpt och fotografier från lektionerna samt rekonstruktioner av det 

modellarbete som tog form. Lärandemodellerna i respektive problemsituation 

identifierades och illustrerades i en grafisk beskrivning såsom eleverna tog 

dem i bruk (se Eriksson & Eriksson, 2020).  

Analys av kollektiva matematiska resonemang 

I den fjärde artikeln skulle frågor som handlade om kollektiva matematiska 

resonemang besvaras. Analysen fokuserade på de kollektiva matematiska 

resonemang med de argument och matematiska egenskaper som öppnades upp 

för i resonemangen (Eriksson & Sumpter, accepterad). Analyserna syftade till 

att ta reda på hur olika matematiska innehåll kunde ses interagera i en 

undervisning designad som algebraisk. Specifikt var syftet att utforska hur 

algebraiskt tänkande och tänkande om tal i bråkform kunde interagera i 

undervisning. Analysen valdes för möjligheten att på ett transparent sätt 

strukturera data i enlighet med ett matematiskt resonemang utvecklat av 

Lithenr (2008). Strukturen möjliggjorde analyser av specifika argument och 

specifikt matematiskt innehåll som kom till uttryck i forskningslektiorna.  

De lektioner som analyserades i den fjärde artikeln strukturerades 

analytiskt i olika deluppgifter (TS) enligt Lithner (2008, 2017). I det här 

analyssteget analyserades även de strategival (SC), strategiimplementeringar 

(SI) och slutsatser (C) som hörde till respektive (TS) så som Lithner (2008) 
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föreslår. Hur analysarbetet gick till illustreras av de första minuterna av den 

femte lektionen i forskningsprojekt 1, se tabell 2 nedan. Inom early algebra 

där semiotiska perspektiv på analyser är vanliga (se t.ex. Ernest, 2006; 

Radford, 2012) med narrativ som fokuserar elevernas handlingar, kan en 

sådan struktur utgöra ett komplement för att göra det möjligt att utforska fler 

typer av forskningsfrågor. Ett exempel på forskningsfråga möjliggjorde att 

olika typer av argument kunde identifieras som finns beskrivna för 

matematiska resonemang. 

Tabell 2   

Illustration av det praktiska analysarbetet av lektionen i årskurs 4. 

 
Tidkod Elev Lärare Resonemang 

Argument 
 Lektionen börjar med att läraren ritar tallinjen på tavlan medan eleverna samlas på 

sina platser. Mätningen av en svart Cuisenairestav och röda stavar sitter på tavlan. 

 

 

[00:00:14.04]  L: Det var någon av er som mätte en sådan här 

svart stav igår. Då hade man bestämt att man 

skulle mäta en svart stav med bara röda. 

TS 

SC 
 

 Några elever pekar mot tavlan  
[00:00:59.01] E: Men det gick ju inte  Bekräftar SC 
 Läraren pekar på mätningen.  

[00:01:01.26]  L: Men sen....var det bara att mäta? Hur fungerade 

det? Är det någon som kommer ihåg bekymret? 

Vad är problemet? 

T frågar efter verifierande 

argument  

[00:01:30.14] Dana: Det är lite för mycket. 

Det sticker upp. 

 C: evaluerande argument 

Olikheten noteras 

svart stav < (a+1) W 
[00:01:35.02]  L: Vad var problemet? Vad sa hon? T frågar efter identifierande 

argument 
[00:01:39.13] Adam: Hon sa att man kan 

mäta den röda med den 

svarta. 

 SC: föreslår att mäta röda 

stavar med svart stav, SC 

accepteras inte 
 Mathew: Ta andra färger.  SC: föreslår andra färger 
[00:01:57.17] Läraren tar bort en röd 

mätenhet.  
En ny TS svart > röda 

[00:02:13.05] Chaid: Det fattas jättelite till 

den röda. 

 Identifierade argument: ej 

likhet B > aW 
[00:02:52.02] Eleverna gissar på svar som 

tre och en halv, etc. Läraren 

är tyst. 

SC: Rationella tal verbalt 

[00:03:48.17] Bayar: Det är tre och en halv. 

Det är tre stycken såna där, 

och sen var det en röd som 

var längre och sen om du 

skulle lägga till en så skulle 

det vara längre än en svart. 

Men om man la en liten bit 

till skulle vara lika. Om man 

la halva. Bayar pekar mot 

mätningen som finns på 

tavlan. 

 C: Olikheten noteras 

röda < svart < (a+1) röda  

Odelad helhet delas 

C: Likheten konstrueras  

h hela + en liten bit till=svart 

 

 

I ett nästa analyssteg identifierades de olika typerna av argument; initierande 

och implementerade med stöd av Lithner (2008) samt utvärderande argument 

med stöd av Hedefalk och Sumpter (2017). I detta analyssteg identifierades 

även de matematiska egenskaper som länkade samman dessa argument. De 

olika argumenten och egenskaperna sammanställdes i tabeller varav en 
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presenteras i tabell 3 med data från årskurs 3 i forskningsprojekt 2. I artikel 4 

presenteras data från årskurs 4, här illustreras analysarbetet som redan skrivits 

med data från motsvarande lektion i årskurs 3. 

Tabell 3 

Illustration av den fortsatta analysen i artikel 4; exempel från årskurs 3 

 

 

I ett avslutande analyssteg samlades de delar av resonemangen där argument 

innehållande algebra och argument innehållande tal i bråkform analyserats. 

Dessa argument samlades i matriser vilket i artikel 4 illustreras med argument 

från årkurs 4. En del av den matrisen finns i tabell 6 på sidan 69. I denna tabell 

framstod ett mönster för hur algebraiskt och aritmetiskt tänkande gällande tal 

i bråkform kunde ses interagera med varandra i de kollektiva matematiska 

resonemang som utvecklades i forskningslektionerna (se Eriksson & Sumpter, 

accepterad). 

Analys av algebraiskt tänkande 

Algebraiskt tänkande analyserades i samtliga fyra artiklar. För att utforska 

vilket algebraiskt tänkande som var möjligt att utveckla i forskningsprojekten 

identifierades olika aspekter av detta tänkande i de olika artiklarna. Aspekter 

som utforskades var generalisering, fokus i elevers handlingar, karaktärer av 

elevernas handlingar, elevernas analyser av relationer mellan kvantiteter, samt 

algebraiska resonemang.  

Generalisering: I artikel 1 beskrevs olika kvalitativa nivåer av algebraiskt 

tänkande med stöd av Krutetskii (1976). Ett algebraiskt tänkande beskrivs så 

till vida som generalisering presenterat i fyra olika kvalitativa nivåer; (1) 

elever kan inte ens med stöd och hjälp generalisera enligt vedertagna 

Tidskod Data Argument Matematiska 

egenskaper 
11:38.03 L: Nästa uppgift.  

[Läraren pekar på nästa uppgift.] 

  

11:40.15 Bathuan: Då måste vi mäta. Vi börjar 

med den svarta staven. 

TS formuleras och ett första 

förslag till SC: den svarta staven 

är den som ska beskrivas 

Den längd som ska 

beskrivas är den svarta 

staven, helheten 

11:45.30 L: Alla har en svart stav. Det kan alla 

hålla med om. 

Bekräftar  

11:57.20 

 

[En elev, Sivana, går till tavlan och 

visar sitt arbete med hjälp av en 

projektor. Hon lägger gröna stavar 

bredvid den svarta staven.] 

SC: Jämför den svarta staven med 

de gröna stavarna: konstruerar 

olikhet 

Modellerar med 

mätenheten H = G;  

2H < S <3H 

13:21.00 Sivana: Först är det två gröna stavar 

sen är det en till. 

SI: förenklar: lägger till en till 

trots att det blir för långt 

Olikhet. 

2H + 1 > S 

13:22.24 Efres: Här är det annorlunda. [Han 

går till tavlan och pekar på den 

översta gröna staven.] Vi skulle 

behöva lägga till lite till – det är så 

här. [Pekar ovanför den svarta 

staven.] 

C: de två längderna med en svart 

respektive tre gröna stavar är inte 

lika. Detta utvärderas genom att 

skillnaden av längderna skulle 

kunna åtgärdas genom ”lite till” 

av den sista gröna staven. 

Olikheten noteras som 

2H < Svart < 3H  

Likhet konstrueras som 

2H + rH 
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beskrivningar; (2) elever kan generalisera med stöd av redskap enligt 

vedertagna beskrivningar men gör det inte helt korrekt; (3) elever 

generaliserar självständigt enligt vedertagna beskrivningar efter en viss 

mängd övning; och (4) elever gör korrekta generaliseringar oberoende av vad 

undervisningen innehållit.  

Fokus: I artikel 1 analyserades även vad eleverna fokuserade i sina 

jämförelser utifrån hur Cai och Knuth (2011) beskriver algebraiskt tänkande. 

De beskriver att ett sådant tänkande har fokus på: (1) relationer mellan 

kvantiteter och inte enbart på beräkningar av numeriska exempel; (2) 

operationer och deras inverser, det vill säga vad beräkningar gör och vad som 

gör dem ogjorda A+x-x=A; (3) både lösningen och representationen av 

lösningen inte enbart själva lösningen; (4) både numeriska och algebraiska 

symboler, exempelvis både siffror och bokstäver; samt (5) innebörden av 

likhetstecknet som att representera likhet inte att signalera en beräkning (Cai 

& Knuth, 2011, s. ix, min egen översättning).  

Karaktär: I artikel 2 beskrives karaktären på algebraiskt tänkande med stöd 

av såväl Davydov (2008/1986) som Radford (2015, 2018). Båda dessa 

forskare beskriver att algebraiskt tänkande involverar elevers analyser av 

aritmetiska relationer. Davydov (2008/1986) beskriver att detta sätt att 

tänkande inbegriper: (1) introduktion till relationer mellan kvantiteter; (2) 

upptäckten av kvotförhållanden mellan kvantiteter; (3) bildandet av reella tal; 

samt (4) upptäckten att alla operationer har en struktur. Radford (2015, 2018) 

beskriver att algebraiskt tänkande inbegriper: (1) resonemang av obekanta; (2) 

noteringen av obekanta genom verbalt språk, gester och okonventionella 

symboler samt kombinationer av dessa notationer; samt (3) analyser där 

okända kvantiteter behandlas som om de var kända.  

Relationer: I både artikel 2 och 3 identifierades vilka relationer mellan olika 

kvantiteter som eleverna arbetade med. Dessa relationer utgjorde exempel på 

aritmetiska strukturer, och ett sådant arbete där relationerna är i fokus istället 

för numeriska exempel tillhör även grundläggande aspekter av algebraiskt 

tänkande (Davydov, 2008/1986; Radford, 2015, 2018). Relationerna som var 

aktuella kunde beskrivas som additiva (addition och subtraktion) samt 

multiplikativa (multiplikation och division).  

Algebraiska resonemang: I artikel 4 undersöktes innehållsliga aspekter i ett 

algebraiskt tänkande. Till stöd för detta användes beskrivningen av två 

kärnaspekter för algebraiskt tänkande: systematiskt symboliserad 

generalisering, samt syntaktiskt guidade resonemang (Kaput, 2008). Dessa 

kärnaspekter analyserades i artikeln enligt det som Kaput (2008) beskriver 

som aritmetiska strukturer vilka han exemplifierar med de strukturer som ED-

programmet fokuserar. En annan analys som gjordes utifrån Kaputs (2008) 

beskrivningar av algebra gällde elevernas arbete med generella kvantiteter i 

modeller för att förstå tal i bråkform. 
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Metodiska överväganden i undervisningsutvecklande 

forskning 

De två forskningsprojekten är kvalitativa till sin natur, det vill säga artiklarnas 

kunskapsanspråk är att bidra med förklarande och beskrivande aspekter av i 

det här fallet algebraiskt tänkande och arbete med lärandemodeller. För att 

besvara de övergripande forskningsfrågorna har många metodiska 

överväganden diskuterats under arbetets gång. Övervägandena berör både den 

data som producerades och det analysarbete som genomfördes i de fyra 

artiklarna. 

Dataproduktion 

Metodiska överväganden gällande studiens validitet som gjordes i arbetet på 

projektskolan för att stärka möjligheten att besvara de två övergripande 

forskningsfrågorna diskuteras först.  

Forskningsprojektens validitet, det vill säga möjligheten att besvara 

forskningsfrågorna påverkades exempelvis av möjligheten att bedriva ett 

långsiktigt förändringsarbete i nära samarbete med andra lärare. I enlighet 

med Zuckerman (2012) innebar det förändringsarbete som skulle genomföras 

att undervisningen utgjorde ett forskningsarbete så väl som elevernas 

ordinarie undervisning. Projekt av det här slaget behöver därmed leva upp till 

och ta ställning till överväganden både i relation till huruvida de besvarar 

specifika forskningsfrågor och hur en pågående ordinarie och samtidigt 

förändrad undervisning fortlöper (Davydov m.fl., 2003). Valet av skola blev 

därför ett av de första överväganden som var tvungen att göras. Att välja en 

skola där den deltagande forskaren är känd och förtrogen med rutiner kan både 

underlätta och försvåra arbetet (jfr Floyd & Arthur, 2012). Ett exempel på 

fördelar som var avgörande i valet var möjligheten att utnyttja redan 

upparbetade veckovisa planeringstillfällen, där uppgiftsdesign och 

lektionsdesign redan var i fokus. I dessa planeringstillfällen upplevde vi att 

både undervisningen och forskningsprojekten samtidigt skulle kunna vara i 

fokus såsom Davydov med flera (2003), Radford och Roth (2017) och 

Zuckerman (2012) beskriver som reflektioner på två olika nivåer. En 

kortsiktig nivå handlade om elevernas fortlöpande utveckling från en lektion 

till en annan. Här diskuterades frågor som handlade om nästa steg i 

utvecklingen, och hur enskilda elevers utveckling från en dag till en annan 

skulle se ut. Den andra, den mer långsiktiga nivån fokuserade sökandet av svar 

på mer övergripande frågeställningar i projekten. Härvidlag ställdes alltså krav 

på att undervisningen hela tiden var systematiskt organiserad, så att båda dessa 

aspekter fick det utrymme de krävde och var värda att få (jfr Davydov, 

2008/1986). Det här argumenterar Davydov (2008/1986) och Zuckerman 

(2012) om som att praktiknära forskningsprojekt behöver vara så strukturerad 
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att möjligheten att svara upp mot teoretiska utgångspunkter vid design och 

framförallt vid förändring av densamme blir möjliga att urskilja. 

En annan aspekt som också var avgörande i övervägandet om vilken skola 

projekten skulle genomföras på handlade om kollegornas intresse och 

möjlighet att ingå i arbetet. De frågor som skulle kunna besvaras i den här 

typen av undervisningsutvecklande forskning skulle vara beroende av den 

lokala lärargrupp som var med i projekten och deras förståelse av 

forskningsobjektet, vilja av att samarbeta, de undervisande lärarnas 

skicklighet och engagemang, samt elevernas intresse och engagemang på 

forskningslektionerna (jfr Cobb & McClain, 2002; Zuckerman, 2012). 

Andra överväganden som handlade om att data skulle vara trovärdiga rör 

bland annat situationer som uppstod framförallt i forskningsprojekt 2. Det 

handlade om de situationer när forskningslektioner tog en vändning som inte 

alls kunde förutses. Ibland inträffade saker i lektionerna som inte gick att följa 

i den dokumentation som fanns tillgänglig och det blev därför svårt att på 

riktigt avgöra vad som påverkat utfallet av en lektion (jfr Zuckerman, 2012). 

Sådana situationer gällde även forskningslektioner som snabbt behövde 

förändras, flyttas eller helt ställas in, dokumentation som oplanerat blev 

bristfällig, eller annat oplanerat som gjorde lektionerna oanvändbara som data 

för analysarbete. Beslutet att dokumentera en relativt stor mängd lektioner och 

riskera en stor mängd data visade sig därför vara avgörande för validiteten att 

besvara forskningsfrågorna. 

Ett ytterligare exempel på övervägande gällande trovärdighet gällde 

utmaningen att genomföra långsiktiga projekt på grund av bland annat 

elevomflyttningar och lärarbyten. Designen av projekten eller 

forskningsfrågorna utvecklades inte utifrån några enskilda elever eller lärare, 

de fokuserade istället den undervisning som genomfördes. Undervisningen 

sker oberoende av om elever flyttar eller om någon av lärarna slutar. 

Resultaten som framkom ur forskningsprojekten och resultaten i de ingående 

artiklarna gällande algebraiskt tänkande och arbetet med lärandemodeller kan 

istället ses som möjligheter till utveckling av undervisning utifrån ett samlat 

kunnande i den lokala lärargruppen. 

Analysarbetet 

Metodiska överväganden gällande kvalitetsaspekter i analysarbetet diskuteras 

nedan utifrån kriterier kopplade till validitet, objektivitet, reproducerbarhet 

och precision såsom dessa kriterier diskuteras av bland andra Kilpatrick 

(1993) och Niss (2018).  

Validitet för analysarbetet diskuteras utifrån trovärdighet och 

begränsningar att besvara forskningsfrågorna. För att öka trovärdigheten är 

designen och genomförandet av forskningsprojekten med de ingående 

learning study projekten beskrivna tidigare i detta metodkapitel. Denna 

beskrivning har jag haft för avsikt att ska vara så transparant som bara möjligt. 
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Även nedslag i den lokala lärargruppens designarbete av undervisningen finns 

redovisad där gruppens dilemman och överväganden finns beskrivna i relation 

till några lärandeuppgifter, lärandemodeller och lärandehandlingar. Detta 

arbete dokumenterades med en tanke att kunna presenteras för att öka 

förståelsen för arbetet med den undervisning eleverna var deltagare i och 

därmed även öka validiteten för hela arbetet.  

Validiteten i arbetet gällde även analyserna av vad lärandeverksamheterna 

öppnade upp för gällande det algebraiska tänkandet. Detta tänkande grundades 

i elevers handlingar i samspel med läraren däribland de utvecklade 

matematiska resonemangen i lektioner och elevintervjuer. Möjligheten att 

identifiera ett algebraiskt tänkande togs i beaktande utifrån att forskare inom 

fältet för early algebra påvisat svårigheter med att urskilja och explicitgöra 

matematiska aspekter i elevers handlingar (Carraher m.fl, 2008; de Freitas & 

Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017). Inom early algebra beskrivs även ett 

begynnande algebraiskt tänkande (Zazkis & Liljedahl, 2002) bortom krav på 

gängse matematisk nomenklatur i elevlösningar. Roth och Radford (2011) och 

Ernest (2006) diskuterar i relation till detta hur semiotiska och 

verksamhetsteoretiskt inspirerade analysmetoder som inkluderar elevers 

gester, kombinationer av modeller, symboler, bilder och verbalt språk kan 

tolkas och systematiseras för att analyseras som matematiska innebörder. 

Genom att beskriva sådana handlingar som utvecklades i 

forskningslektionerna genom täta narrativ kunde tecken på det som definieras 

som algebraiskt tänkande identifieras. De av lärandeverksamhet inspirerade 

analysfrågorna, föreslagna av bland andra Daniels (2015) och Eriksson 

(2017), utgjorde härvidlag en möjlighet att komplettera narrativen och 

tydliggöra handlingar som kunde tolkas som algebraiskt tänkande. Narrativen 

visade sig särskilt verksamma för att få fram detaljer av algebraiskt arbete i 

lektioner där eleverna arbetade med ett som Radford (2018) benämner faktiskt 

och kontextuellt symboliserande.  

För att öka validiteten användes flera olika beskrivningar av algebraiskt 

tänkande. En sammanslagen beskrivning av ett algebraiskt tänkande fick på 

så vis en mångfasetterad bredd. Algebraiskt tänkande beskrevs som olika 

fokus i elevernas handlingar (Eriksson, 2019), olika karaktärer av handlingar 

(H. Eriksson, 2018), olika grader av generalisering (Eriksson, 2019), samt som 

ett samspel med olika matematiska innehåll (Eriksson & Sumpter, 

accepterad).  

Objektiviteten i forskningsprojekten var i likhet med annan 

undervisningsutvecklande forskning inte av karaktären att resultaten kan 

generaliseras till all matematikundervisning för unga elever (jfr Carlgren, 

2012; Kullberg m.fl., 2020). Avsikten med de ingående forskningsprojekten 

var inte att uttala sig om vad som alltid händer i en sådan undervisning. Men, 

objektiviteten i projekten var av det slaget att resultaten från dem kunde 

generaliseras till att påverka även andra undervisningssituationer som de 

deltagande lärarna genomförde (jfr Kullberg m.fl., 2020). Detta bekräftades i 
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verksamhetsrapporter av de deltagande lärarna och deras kollegor på 

projektskolan. Kullberg med flera (2020) visar även att resultat från den här 

typen av forskning kan generaliseras och användas som utgångpunkt för andra 

lärare på andra skolor som reflekterar över undervisningsdesign. Runesson 

och Gustafsson (2012) påvisar dock i empiriska studier hur detaljer av hur ett 

innehåll behandlas i en undervisning kan generaliseras mellan olika 

klassrumssituationer.  

Metodiskt hanterades frågor gällande reproducerbarhet av analysresultaten 

dels som en empirisk fråga gällande hur analyserna kunde reproduceras i det 

fortlöpande analysarbetet, dels huruvida resultaten förstärkte tidigare 

forskningsresultat eller inte (Strijbos m.fl., 2006). De analyser som 

genomfördes i de olika artiklarna reproducerades sålunda genom olika 

metoder. Den fenomenografiska kategoriseringen i artikel 1 prövades mot 

analyser av utfallsrummet genomförda av två oberoende forskare med god 

insikt i den fenomenografiska analysmetoden i enlighet med vad Larsson 

(1986) skriver fram som kvalitetsaspekter av fenomenografisk analys. Dessa 

forskares analyser överensstämde till 80 % respektive 85 % med avseende på 

att rekonstruera utfallsrummet till givna kategorier (Eriksson, 2019). I artikel 

2 och 3 kunde resultatens reproducerbarhet till viss del relateras till tidigare 

forskning. I artikel 3 understöds resultaten med resultat från andra empiriska 

studier genomförda exempelvis av Freudenthal (1975). Våra resultat indikerar 

att dessa resultat även gäller undervisning i flerspråkiga klassrum (Eriksson & 

Eriksson, 2020). Våra resultat kunde också ses som ett svar gällande 

dilemman framskrivna av Norén och Andersson (2016), där våra resultat i 

samklang med dessa forskares resultat påvisar möjligheter till flerspråkiga 

elevers utvecklande av agens i arbetet med matematiska begrepp. I artikel 4 

genomfördes analysseminarier där olika forskares enskilda analysarbete 

jämfördes och diskuterades (Eriksson & Sumpter, accepterad).  

Precisionen av resultaten från forskningsprojekten diskuteras utifrån den 

transparens av genomförandet av undervisningen som var möjlig. de Freitas 

och Sinclair (2012) diskuterar, förvisso utifrån universitetsstudenters arbete, 

svårigheterna med att fånga och ta hänsyn till data utöver skriftliga 

lösningarna i analyser av elevers visade kunnande i arbeten i matematik. 

Elevernas skriftliga arbeten samlades in även i de två forskningsprojekten. 

Men, för att få fatt i elevers visade kunnande genom detaljer av observerbara 

handlingar finns få andra dokumentationsmetoder än videoupptagningar från 

lektioner som är möjliga (Roth & Radford, 2011). Metodiska överväganden 

gällande videodokumentationen av de genomförda lektionerna tog avstamp i 

Cole (2013) samt Roth & Radford (2011). För att öka precisionen i 

analysarbetet dokumenterades lektionerna exempelvis med två kameror vilket 

beskrivits i avsnittet om data här ovan. Kamerans begränsningar att fånga 

mimik och handrörelser på film blev ibland påtaglig i datamaterialet (jfr Cole, 

2013). Antalet dokumenterade lektioner, som också beskrivits tidigare i 
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metodkapitlet, var även det ett beslut för att öka möjligheten till precision i 

analysarbetet. 

Precisionen i den fenomenografiska analysen begränsades av att 

filmkvaliteten ibland inte gjorde det möjligt att analysera eleverna handlingar 

i arbetet med jämförelser. Precisionen kunde räddas genom att mättnad 

uppstod efter analys av i analysarbetet, det vill säga inga fler kategorier kunde 

formuleras trots analys av flera intervjuer (jfr Marton, 1981).  

Etiska överväganden  

De båda forskningsprojekten organiserades som både utvecklingsprojekt och 

forskningsprojekt och skulle alltså följa de etiska forsknings-principer som 

fanns presenterade i Vetenskapsrådet (2002). För att presentera och illustrera 

resultat i de fyra ingående artiklarna har även Vetenskapsrådet (2017) samt 

europeiska etiska koder såsom exempelvis RESPECT – presenterat av 

ALLEA–All European Academies, 2013 (CODEX, 2020) legat till grund för 

etiska ställningstaganden. Elever och lärare är exempelvis mycket sparsamt 

presenterade i de publikationer som genererats.  Inga bilder på personer som 

kan medföra att de kan identifieras har publicerats9.  

Båda forskningsprojekten fokuserade undervisning jag som lärare och 

specialpedagog har erfarenhet av från lågstadiet. Jag har prövat att algebraiskt 

diskutera strukturer mellan kvantiteter med elever i dessa åldersgrupper och 

även själv försökt utveckla lärandeverksamheter i olika elevgrupper. Utifrån 

syftet att utveckla och utforska lärandeverksamhet diskuteras därför några 

forskningsetiska ställningstaganden som gjorts utifrån min roll som forskare i 

projekten (Alderson & Morrow, 2011; CODEX, 2020; Floyd & Arthur, 2012; 

Zuckerman, 2012). En kortfattad sammanfattning över denna roll finns som 

redan skrivits i tabell 4 på sidan 62.  

Projekten innebar att interna etiska ställningstaganden som beskrivs av 

exempelvis Floyd och Arthur (2012) behövde göras gällande forskarens 

kännedom om forskningsobjektet (undervisningen i föreliggande arbete) och 

kännedom om den verksamhet (skolan och dess organisation). Utifrån att vara 

observatör i forskningslektionerna med erfarenhet från en egen undervisning 

kunde jag diskutera detaljer med de deltagande undervisande lärarna på ett 

sätt som inte varit möjlig om jag själv inte prövat leda en lärandeverksamhet. 

Jag visste hur det känns när alla elever ville svara på alla frågor samtidigt och 

hur svårt det kunde vara att välja elevargument som tydligast leder till det mål 

som satts upp för en lektion. Undervisningen innebar att många sekundsnabba 

beslut behövde göras av läraren. I designarbetet av uppgifterna kunde vi 

reflektera över våra gemensamma erfarenheter.  

Interna etiska ställningstaganden gällde även kännedom om elever och 

lärare utöver det som ingick i forskningsprojekten. I möten med de deltagande 

 
9 Studierna genomfördes innan genomförande av GDPR. 
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lärarna var frågor rörande enskilda elevers fortskridande utveckling precis lika 

viktiga som möjligheter att besvara övergripande forskningsfrågor 

(Zuckerman, 2012; jfr Sargeant & Harcourt, 2012). Ställningstaganden 

behövde därför göras vid presentation av forskningsresultat gällande vilken 

information som var nödvändig för att resultaten skulle bli transparanta med 

en finkänslighet för vilken information som var nödvändig att redovisa. Av 

den anledningen har jag avsiktligt valt att endast mycket begränsat redovisa 

fakta om den aktuella projektskolan. Risken att regler i en etablerad 

verksamhet förblev outtalade såsom exempelvis Alderson & Morrow (2011) 

varnar för fick bli ett underordnat risken att lämna ut för mycket information 

om elever eller lärare. Jag hade för avsikt att under hela projekttiden avsätta 

tid för gemensamma diskussioner utöver ordinarie möten för att lärarna inte 

vid någon tidpunkt skulle känna sig övergivna eller utlämnade åt den 

undervisning vi gemensamt designat (jfr Sargeant & Harcourt, 2012).  

 Interna etiska ställningstaganden handlade också om hur projektskolan 

skulle kunna säkerställa att de delar av forskningsprojektet som såg ut att ge 

positiva resultat kunde bli rutinverksamhet på skolan (jfr Zuckerman, 2012). 

En projektskola i den här typen av forskningsprojekt kan behöva säkerställa 

att elever fortlöpande får möjligheter att arbeta med det som visat sig vara 

framgångsrikt trots att lärare slutar och nya lärare börjar samt att analyser och 

framskrivande av forskningresultaten tar lång tid. Eftersom projektskolan var 

del av min ordinarie arbetsplats kunde vi även efter projektens slut fortsätta 

arbetet med uppgifterna. Skolan blev inte endast en dataproducerande enhet 

utan arbetet kunde fortsätta som ett utvecklingsarbete.  

Externa ställningstagande (jfr Floyd & Arthur, 2012) handlade exempelvis 

om hur information gällande syftet med projekten och olika moment som 

skulle komma att ingå skulle delges deltagarna. Deltagarna har informerats 

om att de har rätt att avbryta sin medverkan om och när de så önskar, och om 

att de kommer att vara anonyma när forskningsresultat publiceras. Information 

om projekten har delgivits skolchef i kommunen och rektor på aktuell skola 

(forskningsprojekt 1 under våren 2012 och forskningsprojekt 2 under våren 

2014). Personalgruppen på berörd skola fick information om projekten som 

både skolutvecklingsprojekt och forskningsprojekt. I forskningsprojekt 2 

genomfördes ett första informationsmöte i mars 2014 med vårdnadshavare i 

förskoleklass och i september samma år i årskurs 1. Vårdnadshavare har sedan 

fortlöpande informerats vid möten med skolan föräldraråd och tematiska 

föräldramöten som ordnas varje termin på projektskolan. Vårdnadshavare har 

vid dessa presentationer fått pröva uppgifter eleverna arbetar med och vi har 

diskuterat skillnader och likheter med annan undervisning. All denna 

information har erbjudits på flera språk. Tolkar har varit anställda för att tolka 

till de olika språk som det funnits behov för. Eleverna har informerats 

fortlöpande under arbetets gång. Vi har diskuterat frågor som; Gör vi något 

annorlunda? Varför kallar vi detta för ett projektarbete? Varför är det viktigt 

att filma dessa lektioner? Är det skillnad att arbeta under en lektion som filmas 

mot att arbeta under en vanlig lektion? Responsen från samtliga 
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informationstillfällen, både mail-ledes till skolchefer och rektorer, och 

muntligt och skriftligt till vårdnadshavare och elever var att samtliga 

fortlöpande ville ta del av relevant information om hur arbetet fortskred. 

Medgivande för deltagande i forskningsprojekten har skrivits på av 

vårdnadshavare och av eleverna. Detta medgivande har skrivits på inför varje 

läsår. De vårdnadshavare som i projektår 3, för tredje gången var tvungna att 

skriva på samtycket reagerade på att detta var en onödig procedur. Men för att 

säkerställa att ingen av eleverna tyckt att något varit jobbigt med 

filmdokumentationen insisterade vi om detta förnyade samtycke. De av våra 

vårdnadshavare som fanns på annan ort har respektive klasslärare haft kontakt 

med via mail. Ett skriftligt godkännande via mail har vi då räknat som en 

underskrift. Det vi även ansåg som viktigt var att alla familjer fick relevant, 

begriplig och tillräckligt ingående information så att de med säkerhet visste 

vad de gav medgivande till. Vi var ytterst noga med att de tolkar vi använde 

kunde svara på frågor om att medgivandet innebar deltagandet i undervisning 

och intervjuer som planerades att genomföra tillsammans med eleverna 

fortlöpande i projektet. Även lärare har skrivit på medgivande om att delta i 

projektet. Det var viktigt att lärarna gavs möjlighet att förstå vad det innebär 

att medverka i ett projekt i en namngiven skola där anonymitet på ett för 

forskningen vanligt sätt inte kan etableras men där integritet och respekt är 

centralt. Under ett av de tre projektåren valde en mentor i en av klasserna 

aktivt att inte vara deltagare i projektet. Detta kunde tillgodoses utan att 

projektet äventyrades eller att någon utelämnades för sitt ställningstagande. 

Lärarna i de aktuella parallellklasserna undervisade i samtliga elevgrupper och 

samtliga lärare var inbjudna till seminarier och övrigt arbete med projektet. 
Nyttjandet av filmer som spelades in kom att diskuteras vid ett 

informationstillfälle. Eleverna ville vara säkra på att filmerna inte skulle visas 

för föräldrar eller vara anledning till att de inte fick godkänt i något av skolans 

ämnen ifall de svarade fel på någon fråga. Muntligt inför alla, både elever och 

vårdnadshavare garanterade vi att dessa farhågor inte på något vis skulle 

besannas. Det vi fått tillstånd till är att använda filmerna i de lokala och 

nationella forskningsgrupperna för att analysera det matematiska innehållet i 

lektionerna, ingenting annat. Filmfilerna spelades på lösa minneskort, 

mellanlagrades på en kodad hårddisk för att slutligen arkiveras på Högskolan 

Dalarnas forskningsdatabas. 

Konfidentialitet och speciellt kravet på anonymitet var precis som i annan 

praktiknära forskning svårt att förhålla sig till i de två forskningsprojekten. 

Total anonymitet är inte möjlig att uppnå i sådan forskning (Floyd & Arthur, 

2012). Arbetet på skolan fick uppmärksamhet i den lokala skolorganisationen, 

många andra skolor kände till projekten. De lärare och elever som deltagit vet 

att de varit med och vet vilka andra som också deltagit i projekten. Dock är 

det föga troligt att någon kan identifiera någon enskild person på grundval av 

den information som kommer att publiceras i avhandlingen. Kravet på 

konfidentialitet har följts såtillvida att elever har fått fingerade namn så att de 
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inte kan identifieras vid handhavande av datamaterial eller vid publicering (se 

Vetenskapsrådet, 2002, 2017). När namnen avidentifierades togs hänsyn till 

genus och de avidentifierade namnen är tänkta att signalera att eleverna på 

projektskolan kommer från flera olika språkkulturer. Lärarna benämns 

”läraren” i allt publicerat material.  
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De fyra artiklarna 

En metodisk sammanställning av de fyra ingående artiklarna finns i tabell 4 

nedan.  

 

Tabell 4  

Sammanställning av metodiska aspekter i de fyra artiklarna 

  

Artikel NOMAD 

Studie 1 

PME 

Studie 2 

ESM 

Studie 3 

ESM 

Studie 4 
Forsknings- 

frågornas  

grund 

Vad är det vi ser att sker i 

klassrummet? 

Vilka handlingar blir 

meningsskapande 

relaterat till tal i 

bråkform? 

Hur kan modellarbetet 

kompensera för brister på 

gemensamt 

undervisningsspråk? 

Motsägelsefulla resultat i 

olika forskningsstudier 

Syfte Utforska hur en 

algebraisk 

lärandeverksamhet kan 

påverka elevernas sätt att 

erfara 

kvantitetsjämförelser. 

Förstås vad som kan 

ses som tecken på 

elevers algebraiska 

tänkande utifrån 

deras 

meningsskapande 

handlingar när de 

utforskar kvantiteter. 

Utforska elevers (6-8 år, 

nyanlända till Sverige) 

handlingar i relation till 

framväxande algebraiskt 

tänkande när de deltar i en 

lärandeverksamhet som 

rör hela och rationella tal. 

Undersöka ett 

matematiskt resonemang 

gällande algebraiskt och 

aritmetiskt tänkande om 

tal i bråkform. 

Data Elevintervjuer åk 1 i 

forskningsprojekt 2 

LS lektion nr 5 från 

forskningsprojekt 1 

Forskningslektioner åk  

1 och 2 i 

forskningsprojekt 2 

LS lektion nr 5 från 

forskningsprojekt 1 

Kunskaps 

objekt 

Jämförelser av kvantiteter Tal i bråkform via 

jämförelser 

Olikheters transformation 

till likheter 

Tal i bråkform via 

jämförelser 

Analys 

enhet 

Fenomenet jämförelser Handlingar riktade 

mot kunskapsobjekt, 

dvs verksamheten 

Rörelsen av olikheters 

transformation till 

likheter, dvs 

verksamheten 

Matematiska egenskaper 

som sammanbinder 

argument till matematiska 

resonemang 

Observerade 

enheter 

Handlingar riktade mot 

kunskapsobjektet grundar 

uppfattningar 

Handlingar riktade 

mot 

kunskapsobjektet 

Handlingar riktade mot 

kunskapsobjektet 

Argument 

Matematiska egenskaper 

Problem-

situationer 

Jämförelser Likhet konstrueras 

av olikhet 

Olikheter Likheter konstrueras av 

olikheter 

Modell 

arbete 

Algebraiska symboler 

Linjemodeller 

Gester 

Algebraiska 

modeller 

Algebraiska modeller 

Linjemodeller 

Fysiska ting 

Språk och gester 

Algebraiska modeller 

Ramverk för 

analys 

Fenomenografi Lärandeverksamhet  Lärandeverksamhet för 

transformationer av 

kunskapsobjekt 

Kollektiva matematiska 

resonemang  

Algebraiskt/ 

aritmetiskt 

tänkande 

Cai Knuth (2011) 

Krutetskii (1976) 

Radford (2014a) 

Davydov (2008) 

Davydov (1982) 

Yeong & Dougherty 

(2013)  

Kaput (2004) 

Steffe Olive (2011) 

Min roll som 

forskare 

Projektledare för 

utvecklingsprojekt 

Genomförde intervjuerna 

Analys med lärare  

Resultaten 

rekonstruerades av 

forskare kunniga i 

fenomenografi 

Design av lektion 

Ledare av LS projekt 

Observerat lektioner 

Ensam analys som 

reflekterats över i 

forskarseminarier 

Projektledare för 

utvecklingsprojekt. 

Observerat lektioner 

Ensam analys som 

reflekterats över i 

forskarseminarier 

 

Projektledare för 

utvecklingsprojekt. 

Observerat lektioner 

Två oberoende analyser 

som diskuterats i 

forskarseminarier 

Resultaten samstämmiga i 

olika elevgrupper 
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Sammanfattning av de ingående artiklarna 

I det följande kapitlet sammanfattas de fyra ingående artiklarna. 

Sammanfattningarna presenterar syfte, frågeställningar, dataproduktion och 

analysarbete, samt ett sammanfattande resultat.  

Artikel 1, Algebraic thinking and level of generalisation: students’ 

experiencing of comparisons of quantities,  

Artikel 1, som är publicerad i Nordic Studies in Mathematics Education 2019, 

presenterar resultat från en studie som genomfördes i syfte att utforska vilket 

erfarande av jämförelser arbetet i en lärandeverksamhet kunde utveckla hos 

eleverna. Forskningsfrågorna som besvarades var: vilka kvalitativt skilda 

uppfattningar av jämförelser som kan identifieras och vad som indikerar 

algebraiskt tänkande i elevers olika uppfattningar av detta fenomen.  

Data bestod av transkriberade elevintervjuer där elever i årskurs 1, efter att 

ha arbetat ungefär en termin med uppgifter inspirerade av ED-programmet, 

arbetade med att jämföra två olika kvantiteter av klossar. Analysen 

genomfördes i relation till fenomenet jämförelser av kvantiteter. Elevernas 

handlingar gällande dessa jämförelser observerades och analyserades 

fenomenografiskt. Krutetskiis (1976) beskrivning av olika nivåer av 

generalisering användes för att förstå olika kvalitativt skilda uppfattningar. 

Elevernas algebraiska tänkande identifierades därefter med stöd av Cai och 

Knuths (2011) beskrivning av vad som kan ses vara i fokus i ett sådant 

tänkande. Resultatet av den fenomenografiska analysen utmynnade i tre 

kvalitativt skilda sätt att erfara jämförelser av kvantiteter, se tabell 5. 

Tabell 5 

Resultatkategorier i artikel 1 med erfaranden av jämförelser 

Kategori  Fokus i elevernas handlingar Nivå av generalisering 

1) Numeriskt räknande  Specifika numeriska värden Nivå 1 – Ingen generalisering 

2) Identifierande av relationer Modeller och symboler Nivå 1 – Ingen generalisering 

Nivå 2 – Separata modeller 
Nivå 3 – Visst stöd 

3) Bevarande av relationer Modeller och symboler i 

samverkan 

Nivå 4 – Eget reflekterade med 

samverkande modeller 
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Den förstnämnda kategorin med enbart numeriskt räknande innebar, grundat 

i Krutetskiis definition, inget generaliserande av algebraisk karaktär. Kategori 

två innebar att antingen symboler eller linjemodeller användes men dessa 

redskap kombinerades inte. Kategori två innebar även att olika kvantiteter 

angavs med en och samma symbol eller att olika symboler angavs med enbart 

stöd av intervjuaren. Kategori tre innebar att symboler och linjemodeller 

introducerades och kombinerades med varandra så att jämförelserna 

förtydligandes utöver vad vi arbetat med i lektionerna. I den här tredje 

kategorin användes symboler, linjemodeller och de fysiska tingen enligt 

gängse matematiska regler för att argumentera för jämförelserna.  Elevernas 

erfaranden av jämförelser av kvantiteter tolkades därför att vara på en högre 

nivå av generalisering i kategori tre än i kategori två. De två sistnämnda 

kategorierna innehöll tecken på algebraiskt tänkande i form av handlingar som 

fokuserade relationer mellan kvantiteter och lösningar med symboler som inte 

enbart var siffror i numeriska svar. 

Resultatet indikerar således att eleverna som arbetat drygt en termin med 

uppgifterna i ED-programmet utvecklat kvalitativa skillnader i erfaranden av 

jämförelser av kvantiteter. Deras erfaranden inkluderade algebraiskt tänkande 

men även numeriskt aritmetiskt tänkande. Elevernas algebraiska tänkande 

inkluderade även olika nivåer av generalisering.  

Artikel 2, Identifying algebraic reasoning about fractions  

Artikel 2 ingår i Proceedings of the 42nd Conference of the Psychology of 

Mathematics Education 2018 som ett paper av tre i ett Colloquium om ED-

programmet. Syftet var att utforska tecken på elevers algebraiska tänkande 

utifrån deras meningsskapande handlingar när de utforskade tal i bråkform via 

jämförelser av kvantiteter. Handlingar riktade till kunskapsobjektet benämns 

i den här artikeln meningsskapande handlingar (jfr Radford, 2015) men i det 

övriga avhandlingsarbetet lärandehandlingar (jfr Davydov, 2008/1986). 

Forskningsfrågan som besvarades gällde vad som indikerar algebraiskt 

tänkande identifierat genom elevers meningsskapande handlingar när de 

analyserar kvantiteter. 

Data utgjordes av lektionstransskript från den femte lektionen i learning 

study projektet i årskurs 4 i Forskningsprojekt 1. Eleverna och läraren arbetade 

gemensamt med att identifiera och lösa problemet att ange en längd med en 

annan längd som mätenhet. Den mätenhet de skulle använda att mäta med 

kunde inte anges som enbart ett heltal (Eriksson, 2019). 

Olika sekvenser i forskningslektionen identifierades beroende av hur olika 

strukturer av tal i bråkform synliggjordes med inspiration av Radford (2015). 

Sekvenserna konstituerades av de lärandehandlingar som fokuserade 

kunskapsobjektet tal i bråkform (jfr Davydov, 2008/1986). Sekvenserna, 

beskrivna som täta detaljrika narrativ (jfr Daniels, 2015) analyserades med 

hjälp av analysfrågor som berörde vilka förändringar av kunskapsobjektet som 
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kunde identifieras samt vilka meningsskapande handlingar som gjorde dessa 

förändringar möjliga. Ett avslutande steg i analysen fokuserade dessa 

meningsskapande handlingar genom analysfrågan som berörde vilka 

handlingar som kunde identifieras som ett begynnande algebraiskt tänkande i 

enlighet med Radfords (2014a) beskrivningar?  

Resultatet indikerar algebraiska resonemang när elever med stöd av en 

lärare analyserade och mejslade fram den additiva och den multiplikativa 

relationen som finns inbyggt i ett tal i bråkform. Det algebraiska resonemanget 

utvecklades i arbetet med en gemensam lärandemodell. Karaktärer av 

algebraiskt tänkande i detta modellarbete identifierades som:  

1) användandet av olika enheter i jämförelserna (enheten som skulle 

mätas, mätenheten och den lilla enheten som mätenheten skulle mätas 

med)  

2) noterandet av variabler (Svart för enheten som skulle mätas, H för 

mätenheten de hela röda stavarna och en liten bit till respektive d/v 

för delen av mätenheten)  

3) opererandet med okända kvantiteter (Svart = H + en liten bit till). 

Algebraiskt tänkande identifierades alltså i form av lärandehandlingar (jfr 

Davydov, 2008/1986) som förvandlade ett kunskapsobjekts från en abstrakt 

potentialitet till ett konkret realiserande (jfr Radford, 2015). 

Artikel 3, Learning actions indicating algebraic thinking in 

multilingual classroom 

Artikel 3 är skriven tillsammans med Inger Eriksson och publicerad i 

Educational Studies in Mathematics 2020. Syftet med artikeln var att utforska 

6 till 9 år gamla elevers handlingar som indikerade algebraiskt tänkande. 

Eleverna deltog i en potentiell lärandeverksamhet om positiva heltal och 

rationella tal som utvecklades i flerspråkiga klassrum. Artikeln sätter i och 

med detta ljus på den verksamhet där samtliga forskningslektioner har 

genomförts – i klassrum där elever inte har ett gemensamt skolspråk eller 

likartade erfarenhet av matematik. Undervisningen bedrivs dock till 

övervägande del på svenska. Specifikt undersöker artikeln en tes om att 

lärandemodeller genom algebraiskt tänkande skulle kunna överbrygga 

otillräckliga språkfärdigheter. Tesen är grundad i antagandet att 

kunskapsobjekt behöver göras transparenta i en undervisning där inte enbart 

språket tas i bruk som redskap för att möjliggöra detta (jfr Adler, 2001, 2019). 

Forskningsfrågorna som besvarades riktades mot innehållsliga aspekter av att 

transformera olikheter till likheter och berörde vilka handlingar som indikerar 

algebraiskt tänkande när eleverna resonerar om tal i lektioner utformade som 

lärandeverksamhet, samt vad som tyder på att lärandemodellerna som 

utvecklades kan överbrygga otillräckliga språk-färdigheter. 
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Data utgjordes av två forskningslektioner ur forskningsprojekt 2. En lektion 

genomfördes i årskurs 1 och en i årskurs 2. Båda lektionerna utgick från 

olikheter representerade av antal (årskurs 1) och av längder (årskurs 2). 

Analysarbetet utgick från transskript från lektionsfilmerna där elevernas 

reflektioner över relationer mellan kvantiteter fokuserades genom de 

verksamhetsteoretiska analysfrågorna som handlar om vem som gör vad med 

vad i vilket syfte och med vilka redskap (jfr Daniels, 2015). Narrativ skapades 

utifrån transkripten och dessa narrativ kompletterades med transskript och 

förtydligande illustrationer. Utifrån narrativen identifierades elevernas 

lärandehandlingar i deras arbete med lärandemodellerna (Eriksson & 

Eriksson, 2020).  

Resultaten signalerar att de olikheter som skulle transformeras till likheter 

kunde utgöra en kollektiv problemsituation som var positiv för elevernas 

engagemang. Att grunda matematiska uppgifter på mer vardagliga situationer 

riskerar ofta att olika vardagliga erfarenheter sätts i fokus i stället för det 

matematiska innehållet. Detta har visat sig särskilt påtagligt i flerspråkiga 

elevgrupper på grund av både språkligt, kulturellt och matematiskt skilda 

erfarenheter (jfr Barwell m.fl., 2016; Norén, 2015).  

Resultaten indikerar vidare att olika matematiska redskap som samverkar 

och utvecklas till lärandemodeller kan utgöra ett potentiellt stöd för 

kommunikation när deltagare i en undervisning talar olika modersmål. 

Lärandemodellerna utvecklas från att vara separata redskap utan innebörder i 

relation till de olikheter som skulle transformeras. Resultaten visar att eleverna 

identifierade att en av kvantiteterna behövde utgöra en utgångspunkt för att 

olikheterna skulle kunna transformeras till likheter, vilket verkade utgöra en 

kollektiv drivkraft för eleverna att engagera sig i ett modellarbete. Klossarna 

som användes i årskurs 1 presenterades av läraren medan linjemodellerna 

konstruerades av eleverna. Modellarbetet initierades av eleverna i det 

gemensamma arbetet med att konstruera likheter. Detta skedde gemensamt på 

tavlan där eleverna utvecklade modellen tillsammans. Eleverna i årskurs 1 var 

engagerade i modellarbetet, medan de i mindre utsträckning reagerade på 

handhavandet med de fysiska klossarna. I arbetet med modellerna reflekterade 

eleverna över synliga aspekter, exempelvis att linjemodellerna tydliggjorde 

likheter genom två lika långa sträckor. De reflekterade även över mer 

abstrakta aspekter av transformationen av olikheter till likheter, exempelvis 

att två kvantiteter kan vara lika oberoende hur tätt olika fysiska objekt befinner 

sig. De lärandemodeller som utvecklades av eleverna inkluderade algebraiskt 

tänkande så till vida att de fokuserade relationer mellan kvantiteter (se t.ex. 

Davydov, 1982; Yeong & Dougherty, 2013) genom att explicitgöra dem enligt 

nedanstående figur 10. Modellerna utvecklades till att inkludera innebördsliga 

aspekter av transformationerna som fokuserades. 
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Olikheter 

Additiva  

och multiplikativa  

relationer 

Figur 10 

Lärandehandlingar som indikerar algebraiskt tänkande 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Modellarbetet inkluderade arbete med fysiska klossar, utsagor innehållande 

algebraiska symboler, grafiska modeller i form av linjemodeller, samt 

elevernas verbala språk och gester. Sammanfattningsvis finns alltså 

indikationer på att det som beskrivs som transparens av ett kunskapsobjekt 

inom ett sociokulturellt perspektiv, vilket kan se som nödvändig i flerspråkiga 

klassrum (jfr Adler, 2001), skulle kunna möjliggöras genom elevernas 

kollektiva arbetade med lärandemodeller.  

Artikel 4, Algebraic and fractional thinking in collective 

mathematical reasoning,  

Artikel 4 är skriven tillsammans med Lovisa Sumpter och accepterades i 

november 2020 för publicering i Educational Studies in Mathematics. Syftet 

med studien som presenteras i artikel 4 var att undersöka hur matematiska 

resonemang som utvecklades i forskningslektionerna inkluderade algebraiskt 

och aritmetiskt tänkande om tal i bråkform. Forskningsfrågorna grundades i 

de skiftande resultaten i tidigare forskning som antingen beskriver att algebra 

bör introduceras i matematikundervisningen efter att elever utvecklat 

matematiska förmågor rörande tal i bråkform (t.ex. DeWolf m.fl., 2015; 

Lamon, 2020; Norton & Hackenberg, 2010), att dessa matematiska områden 

interagerar (Kaput m.fl., 2008), eller att algebra bör utgöra inslag redan i den 

inledande matematikundervisningen för att synliggöra grundläggande 

aritmetiska strukturer (Davydov, 2008/1986; Izsák & Beckman, 2019; 

Schmittau, 2011; Venenciano & Heck, 2016). Forskningsfrågorna som 

besvarades var (1) vilka matematiska egenskaper som håller samman 

argumenten när elever analyserar tal i bråkform, (2) vilka aspekter av 

Algebraisk analys 

Lärandemodellskonstruktion 

Addera med hjälp av linjemodeller 

 

 
Subtrahera med hjälp av linjemodeller 

 

Dividera, addera och subtrahera med hjälp  

av linjemodeller 
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algebraiskt och aritmetiskt tänkande som dessa egenskaper indikerar och (3) 

på vilka sätt som algebraiskt och aritmetiskt tänkande interagerar i dessa 

kollektiva matematiska resonemang?  

Data producerades i tre forskningslektioner i där tal i bråkform utforskades 

av elever och lärare tillsammans. Forskningslektionen var den femte learning 

study lektionen i årskurs 4 och likartad design på en lektion i årskurs 3 och en 

i årskurs 5. Uppgifterna eleverna arbetade med tillsammans i forsknings-

lektionerna var designade med inspiration av Davydov och Tsvetkovich 

(1991) och syftade till att eleverna skulle få möjlighet att arbeta med strukturer 

gällande tal i bråkform. Eleverna skulle bland annat erbjudas möjlighet att 

arbeta med tre olika enheter (1) en enhet som skulle mätas, (2) en enhet att 

mäta med och (3) en minsta enhet att mäta mätenheten med. Elevernas arbete 

med dessa tre enheter kan beskrivas med följande ekvationssystem där H är 

hela mätenheter, a är antalet hela mätenheter och r är resten utöver de hela 

mätenheterna: 

 

{

𝑎𝐻 < 𝑆𝑣𝑎𝑟𝑡 eller 𝐵𝑙å < (𝑎 + 1)𝐻      (1)

𝑆𝑣𝑎𝑟𝑡 eller 𝐵𝑙å = 𝑎𝐻 + 𝑟𝐻                   (2)

 𝑟 =
𝑚

𝑛
𝑠, där 𝐻 = 𝑛𝑠; 𝑎, 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+     (3)

 

Analysarbetet som genomfördes i flera steg inleddes med att olika 

uppgiftssituationer (TS) i de kollektiva matematiska resonemang som 

utvecklades i lektionerna identifierades enligt Lithner (2008, 2017). 

Kollektiva aspekter av resonemangen bestod i att alla barn i en barngrupp var 

med och förväntades bidra till de resonemang som tog form (Sumpter & 

Hedefalk, 2015). Olika argument identifierades med stöd av Lithner (2008) 

samt Hedefalk och Sumpter (2017). De matematiska egenskaper som 

länkande samman argumenten i resonemangen identifierades som algebraiskt 

tänkande med stöd av Kaput (2008) och som tänkande om tal i bråkform med 

stöd av Steffe och Olive (2010).  

Resultaten tolkas som att i de kollektiva resonemangen förekommer 

argument som är identifierande, initierande, implementerande och 

utvärderande. De argument som analyserats som identifierande förekom i de 

inledande delarna av de matematiska resonemangen. Några liknande 

identifierande argument verkar inte finnas presenterade i tidigare studier om 

matematiska resonemang. I lektionerna är det dessutom eleverna i flerspråkiga 

klassrum som illustrerar dessa argument. Övriga argument – initierande, 

implementerande och utvärderande – som också presenteras i resultaten 

överensstämmer med tidigare analyserade egenskaper av argument (Bergqvist 

& Lithner, 2012; Hedefalk & Sumpter, 2017; Lithner, 2008). De argument 

som analyserats länkades samman av de matematiska egenskaperna (a) 

olikheter, (b) tre olika enheter, samt (c) additiva och multiplikativa relationer 

inom ett tal i bråkform. Dessa matematiska egenskaper var av både algebraisk 
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och aritmetisk karaktär i relation till tänkande om tal i bråkform. Resultaten 

indikerar dessutom ett mönster för hur algebraiskt tänkande och tänkande om 

tal i bråkform kan interagera i ett matematiskt resonemang. Detta mönster 

identifierades i samtliga av de tre analyserade lektionerna. Mönstret illustreras 

med en matris från inledningen av lektionen i årskurs 4, se tabell 6. 

Tabell 6 

Mönster av algebraiskt tänkande och schema för tal i bråkform 

 

Tabell 6 tydliggör att det algebraiska tänkandet och tänkandet om tal i 

bråkform interagerade mellan argumenten av typen initierande och 

implementerande, medan de båda karaktärerna av tänkande fanns invävda i 

varandra i utvärderande argumenten i resonemangens slutsatser. Implikationer 

för undervisning utifrån resultaten är bland annat att kollektiva matematiska 

resonemang skapar möjligheter för elever till identifierande argument av 

algebraisk karaktär i inledningen av ett resonemang knutet till ett kollektivt 

problemlösningsarbete. Algebraiskt tänkande skulle i så fall utgöra ingången 

till ett kollektivt arbete. Algebraiskt tänkande skulle sedan kunna förstås som 

ett samspel med aritmetiskt tänkande i ett matematiskt resonemang. För att 

förstå exakta mekanismer för detta samspelande i kollektiva matematiska 

resonemang behövs ytterligare studier göras. 

 
10 Den svarta som skulle mätas var den hela och de röda mätenheterna var delarna. 
11 En röd mätenhet utgjorde helheten som var tvungen att delas i mindre enheter. 

Deluppgift Argument Egenskap Algebraiskt 

resonemang 

Tal i bråkform 

TS  (identifierande) olikhet Analys av strukturer  

SC initierande Börja med helheten  Helheten består av delar10 

C utvärderande S < (a+1)H Analys av strukturer  

SC initierande Andra mätenheter  Benämner tal i bråkform 

TS (identifierande) Ny olikhet Analys av strukturer  

C utvärderande aH+en liten bit 

till=S 

S= aH + rH 

Analys av strukturer Dela mätenheten i delar11  
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Sammanfattande resultat 

Resultatet av arbetet i de två forskningsprojekten ger signaler om att 

lärandeverksamhet som designredskap för undervisning kan möjliggöra 

utvecklingen av elevers kollektiva algebraiska resonemang i flerspråkiga 

klassrum. Arbetet i forskningsprojekt 2 innebar att de frågor som lärarna 

ställde förändrades under de tre år som projektet pågick. Arbetet innebar även 

att både lärare och elever fortlöpande utvecklade en vana att gemensamt 

formulera matematiska problem, att gemensamt utveckla lärandemodeller, 

samt att arbeta på tavlan och reflektera över innehållsliga aspekter av 

matematik. 

Resultaten i de ingående artiklarna rörande de två övergripande 

forskningsfrågorna sammanfattas nedan. Först presenteras indikationer på 

algebraiskt tänkande i arbetet med lärandemodeller. Därefter presenteras 

resultaten gällande hur lärandemodellerna utvecklades i forsknings-

lektionerna, samt vilka karaktärer på lärandehandlingar arbetet öppnade upp 

för.  

Identifierat algebraiskt tänkande 

Det algebraiska tänkandet som möjliggjordes i arbetet med modellerna 

identifieras utifrån olika aspekter i de fyra olika artiklarna. I artikel 1 

identifierades elevernas algebraiska tänkande som olika kvalitativa nivåer av 

generalisering. Elevernas initiativ till hur olika redskap kunde användas och 

samverka var kriterier för dessa nivåer. Elevers algebraiska tänkande blev 

synligt i lösningar såväl som i svar på jämförelser av kvantiteter, i deras arbete 

med relationer mellan kvantiteter, samt hur de representerade kvantiteter med 

både algebraiska och numeriska symboler och grafiska modeller (Eriksson, 

2019). I artikel 2 identifierades algebraiskt tänkande utifrån karaktärerna på 

elevernas handlingar då olikheter transformerades till likheter. Handlingarna 

kan beskrivas som analyserande gällande relationer mellan kvantiteter samt 

modellutvecklande utifrån att modellerna var generella till att bli mer specifika 

för de respektive jämförelserna. Dessutom opererade eleverna med okända 

kvantiteter (H. Eriksson, 2018). Ett algebraiskt tänkande indikerades också 

när eleverna analyserade relationer mellan kvantiteter i artikel 3 genom 

transformationerna addition och subtraktion samt kombinationer av dessa 

operationer. Eleverna genomförde analyserna med algebraiska symboler och 

grafiska figurer som representationer för generella värden (Eriksson & 
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Eriksson, 2020). I artikel 4 finns indikationer på att algebraiskt tänkande och 

tänkande om tal i bråkform interagerade i de resonemang som tog form i 

lektionerna. Resonemangen inleddes med argument av algebraisk karaktär, de 

olika typerna av tänkande samspelade sedan mellan olika argument, för att 

avslutas med att de olika typerna av tänkande var sammanflätade inom ett och 

samma argument i elevernas slutsatser i resonemangen (Eriksson & Sumpter, 

accepterad). 

Arbetet med lärandemodeller  

Arbetet med lärandemodeller har explicit studerats i artikel 2 och artikel 3. 

Den övergripande forskningsfrågan för avhandlingen rörande lärande-

modeller besvaras i två olika stycken här nedan. Det första stycket fokuserar 

på hur lärandemodeller kan utvecklas, och det andra fokuserar på vilka 

karaktärer på lärandehandlingar som denna utveckling öppnar upp för. 

Lärandemodellerna utvecklades när elever och lärare arbetade i kollektiva 

problemsituationer på en gemensam whiteboard (H. Eriksson, 2018; Eriksson 

& Eriksson, 2020). I arbetet med lärandemodellerna tog både elever och lärare 

initiativ till specifika detaljer av ett innehåll (Eriksson & Eriksson, 2020). 

Elevernas engagemang inkluderade olika redskap som möjliggjorde 

formaliserade reflektioner i form av algebraiska resonemang i de kollektiva 

situationerna (H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020). Lärarna 

stöttade elevernas argument med redskap, symboler och påvisande av 

motsättningar genom frågor och utmaningar. Resultaten visar att 

lärandemodellerna förändrades under lektionens gång. Förändringen av 

modellerna följde ett mönster som kan ses vara lika i de analyserade 

lektionerna. Lärandemodellerna utvecklades från att vara rudimentärt 

tentativa utan någon annan innebörd än att de påvisade olikheter i det skede 

då eleverna påbörjade jämförelserna. Lärandemodellerna framstod sedan som 

preliminära i och med att eleverna initierade och gav förslag på redskap för 

sitt utforskande av jämförelser. I ett tredje skede blev lärandemodellerna av 

mer prototypisk karaktär där olika redskap och handlingar samverkade i att 

påvisa aspekter av kunskapsobjektet. Slutligen utvecklades lärandemodellerna 

till att bli symboliska enligt kriterier för symbolik inom early algebra. 

Förändringarna av lärandemodellerna verkade även öppna upp för 

lärandehandlingar av fyra olika karaktärer. Handlingar av identifierande 

karaktär var sammankopplade med en rudimentär tentativ lärandemodell som 

utgick från algebraiska argument. Handlingar av initierande karaktär var 

sammankopplade med preliminära lärandemodeller i form av enskilda 

redskap som ännu inte tagits i bruk för utforskande arbete. Handlingar som 

var formaliserande och som var sammankopplade med prototypiska 

lärandemodeller tycktes öppna upp för algebraiskt tänkande. Slutligen de 

fjärde och prövande lärandehandlingarna var sammankopplade med en 

symbolisk lärandemodell.  
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Diskussion 

Följande diskussion tar sin utgångspunkt i syftet för avhandlingsarbetet; att 

utveckla och utforska en undervisning som kan främja algebraiskt tänkande 

för flerspråkiga elever 6 till 12 år gamla. Ett grundantagande var att ett 

algebraiskt tänkande kan utvecklas genom deltagande i lärandeverksamhet 

som präglas av kollektiva matematiska resonemang gällande relationer mellan 

kvantiteter av positiva hela och rationella tal.  

Diskussionen belyser: (1) lärandeverksamhet som teoretiskt redskap för 

undervisningsdesign, (2) lärandehandlingar som uttryck för algebraiskt 

tänkande, (3) lärandemodeller i en algebraisk undervisning.  

Lärandeverksamhet som teoretiskt redskap för design av 

undervisning 

Ett av de övergripande resultaten från de båda projekten är att 

lärandeverksamhet som ramverk för design av undervisning kan göra det 

möjligt att utveckla kollektiva resonemang av algebraisk karaktär i 

flerspråkiga klassrum. Detta gäller matematiska resonemang utvecklade även 

av så unga elever som i grundskolans årskurs 1. Resultaten från projekten visar 

att i de lektioner som utvecklats i riktning mot en lärandeverksamhet har 

eleverna varit med och formulerat problem och identifierat det kunnande som 

de behöver utveckla. Elevernas delaktighet i att formulera problemet kan ses 

som en betydande skillnad jämfört med mer traditionell matematik-

undervisning som ofta vilar på en idé om att färdigt formulerade problem och 

uppgifter ska kontextualiseras i sådana vardagliga situationer som man tänker 

att eleverna har erfarenheter av (Schmittau, 2003). I flerspråkiga klassrum har 

det i tidigare studier visat sig att de eleverfarenheter som en mer traditionell 

undervisning bygger på riskerar att stjälpa mer än hjälpa elever i arbetet med 

den matematik som åsyftas (Adler, 2001, 2019). Det kan vara svårt att hitta 

gemensamma situationer att utgå från beroende av att elever ofta har olika 

språkliga och kulturella erfarenheter samt olika erfarenheter av matematik 

(Norén, 2015). För att göra innehållsliga aspekter transparenta behövde därför 

uppgifterna i de två forskningsprojekten göras rena från andra aspekter än det 

matematiska innehåll som eleverna förväntades att utveckla kunnande om 

(Adler, 2001; 2019). Studier där en algebraisk undervisning iscensätts som 
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inkluderar utvecklingen av lärandemodeller kan därför ge viktiga svar på de 

utmaningar som skrivs fram inom matematikdidaktisk forskning speciellt 

gällande flerspråkiga elevgrupper (Barwell m.fl., 2016; Lerman, 2006; 

Radford & Barwell, 2016). Resultaten från de ingående artiklarna kan därför 

ses som inlägg i diskussioner om hur matematiska resonemang kan utvecklas 

i kollektiva situationer (Lerman, 2006; Planas & Valero, 2016). Undervisning 

som bygger på resonemang och kommunikation samt en sociokulturellt buren 

idé om ett kollektivt gemensamt innehåll skulle följaktligen kunna vara 

designad som en lärandeverksamhet (Fleer & van Oers, 2018; Moxhay, 2008; 

Planas & Valero, 2016).  

Resultaten från arbetet visar att algebra kan utgöra grund för introduktionen 

till matematik tillsammans med elever 6 – 12 år. I likhet med tidigare 

forskning kan undervisning i algebra i de lägre årskurserna innebära att lärare 

ställs inför frågor om vilka normer som behöver etableras i undervisning 

(Kilhamn & Säljö, 2019, van Oers, 2001). Lärare som vill utveckla elevers 

förmågor att arbeta algebraiskt brottas i Kilhamns och Säljös (2019) studier 

med frågor som kan relateras till socio-matematiska normer, det vill säga till 

frågor som rör hur det matematiska innehållet ska behandlas i undervisningen 

(Kilhamn & Säljö, 2019; Yackel & Cobb, 1996). Därtill kan läggas 

erfarenheter från tidigare forskning om lärandeverksamhet (van Oers, 2001) 

och från de i avhandlingen ingående artiklarna (Eriksson & Eriksson, 2020) 

där elevernas initiativ till att påvisa innehållsliga aspekter och svårigheter 

också är viktiga. Resultaten i artiklarna visar att det inte i förväg går att veta 

exakt vilka svårigheter som kommer att lyftas av eleverna (jfr Zuckerman, 

2012). Därför kan lärarna inte följa någon i förväg uppgjord manual utan bara 

ha en plan för vilket innehåll och vilka modeller som ska fokuseras och 

samtidigt behöver lärarna vara lyhörda för elevernas initiativ (Schmittau, 

2003). Lärandeverksamheten kan således innebära att nya normer och nya 

traditioner behöver utvecklas i undervisningen. Lärandemodeller som 

inkluderar algebra kan ge möjligheter att rekonstruera teoretiska begrepp i den 

inledande matematikundervisningen, vilket bekräftas av tidigare forskning av 

exempelvis El’konin (1999b) och Davydov (2008/1986). Sammantaget 

påvisar detta stora krav på läraren som ledare av innehållsfokuserade samtal. 

Ett resultat av arbetet med forskningsprojekten som inte är presenterat i 

någon av artiklarna, men som ändå kan framstå som viktigt att diskutera, visar 

att både lärare och elever stegvis utvecklade en vana att upprätta 

lärandeverksamhet. De lektioner som valts ut som data till de ingående 

artiklarna är samtliga hämtade från slutfasen av de båda projekten. I projekten 

blev de lärandemodeller som utvecklades i lektionerna med tiden fler, och 

elevernas initiativ att både introducera och implementera modeller i sina 

argument ökade. På så sätt bekräftas tidigare forskning om lärandeverksamhet 

som visar att både elever och lärare kan behöva träna på att arbeta i en sådan 

verksamhet och träna på att utveckla lärandehandlingar för att fokusera ett 

specifikt innehåll i ett kollektivt arbete med lärandemodeller (Davydov m.fl., 
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2003; Gorbov & Chudinova, 2000; Zuckerman, 2004, 2012). Lärande-

verksamhet fokuserar specifika redskap i kollektiva situationer där alla 

inblandade finns i transformationsprocesser med att skapa något nytt gällande 

ett specifikt objekt (Arievitch & Haenen, 2005; Engeström, 1987, 2016; Roth 

& Radford, 2011). Elever utvecklar förtrogenhet att arbeta med de specifika 

kunskapsobjekten, lärare blir efter hand mer förtrogen med att undervisa om 

kunskapsobjekten och forskaren utvinner kunskap om elevers och lärares 

lärande, vilket leder till att allas tänkande transformeras av och i verksamheten 

(Arievitch & Haenen, 2005; Arievitch & Stetsenko 2000; Kozulin 1997, 

2003).  

En undervisning designad enligt lärandeverksamhet förväntas öppna upp 

för att elever ställer frågor till varandra, reflekterar på varandras svar och finns 

med vid tavlan för att konstruera lärandemodeller. Hur detta görs möjligt 

diskuteras vidare utifrån resultaten i artiklarna gällande algebraiskt tänkande 

och hur arbetet med lärandemodellerna utvecklades. 

Lärandehandlingar som algebraiskt tänkande 

Det algebraiska tänkande som identifierats i lektionerna har analyserats i 

elevernas handlingar riktade mot abstrakta enheter i arbetet med att konstruera 

likheter. Dessa handlingar kan ses som lärandehandlingar och diskuteras här 

nedan utifrån hur de manifesterades: (a) i analyser av relationer mellan 

kvantiteter, (b) som olika nivåer av generalisering, samt (c) i kollektiva 

algebraiska resonemang. 

Relationer mellan kvantiteter 

Resultaten från artiklarna visar att eleverna fick möjlighet att analysera och 

reflektera över strukturer inom aritmetik. De strukturer som synliggjordes i 

elevernas lärandehandling var riktade mot relationer mellan kvantiteter vilka 

utgjordes av både additiva relationer och multiplikativa förhållanden (H. 

Eriksson, 2018, 2019; Eriksson & Eriksson, 2020; Eriksson & Sumpter, 

accepterad). Enligt tidigare forskning är algebra och grafiska modeller 

exempel på redskap som kan stötta elevernas reflektioner om relationer mellan 

kvantiteter (Davydov, 1982; Davydov & Tsvetkovich, 1991; Yeong & 

Dougherty, 2013). Resultaten i artiklarna visar att eleverna utvecklade ett 

algebraiskt tänkande i sina analyser och reflektioner. 

Resultaten i artikel 2 och artikel 4 visar att eleverna utvecklade handlingar 

som fokuserade analyser av relationer genom att arbeta med: (1) tre olika 

enheter, (enheten som skulle mätas, mätenheten och den lilla enheten som 

mätenheten skulle mätas med), (2) noterandet av variabler i modeller 

(exempelvis: Svart för enheten som skulle mätas, H för den röda mätenheten 

och en liten bit till respektive d/v för delen av mätenheten), samt (3) 
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opererandet med okända kvantiteter (Svart = H + en liten bit till). I jämförelse 

med tidigare forskning innebär detta att de lärandeverksamheter som 

utvecklades öppnade upp för handlingar som kan tolkas som algebraiskt 

tänkande trots att eleverna ännu inte kan formell algebra (Kaput, 2008; 

Kiearan, 2018; Kiearan m.fl., 2016). Resultaten i artikel 1 och artikel 3 visar 

att eleverna använde symboler och modeller för att reflektera över additiva 

relationer och multiplikativa förhållanden, där symbolerna och modellerna i 

vissa situationer även samverkade (Eriksson, 2019; Eriksson & Eriksson, 

2020). Även dessa handlingar kan enligt tidigare forskning tas som 

indikationer på algebraiskt tänkande (Schifter, 2018). Analyser av relationer 

mellan kvantiteter är följaktligen möjliga att genomföra i den inledande 

matematikundervisning för att ge stöd till utvecklingen av de unga elevernas 

algebraiska tänkande. Enligt Schifter (2018) är det specifikt studier av 

relationer inom aritmetik som utgör styrkan med att tidigt hjälpa eleverna att 

utveckla algebraiskt tänkande. Artiklarna ger alltså ett bidrag till 

matematikdidaktisk forskning med exempel på uppgifter som fokuserar 

relationer mellan kvantiteter, något som tycks saknas i läromedel som används 

i svensk matematikundervisning (Bråting m.fl., 2019; Palm Kaplan, 2019). 

Resultaten ovan bekräftas även av tidigare forskning genomförd i syfte att 

utforska hur elever kan arbeta med relationer mellan kvantiteter (Polotskaia, 

2017; Polotskaia & Savard, 2018; Schifter, 2018), hur elever kan arbeta med 

multiplikation (Yeong & Dougherty, 2013), samt hur de kan arbeta med tal i 

bråkform (Davydov & Tsetkovich, 1991; Simon & Placa, 2012; se även 

Eriksson, 2015). Samma typer av handlingar utvecklas även när lärarstudenter 

arbetar med uppgifter (Mellone m.fl., 2018).  

Resultaten som presenteras i de ingående artiklarna utgör även ett bidrag 

till matematikdidaktisk forskning gällande vilken ordning elever bör möta 

olika matematiska innehåll. Forskare skriver fram nödvändigheten av att 

elever först utvecklar goda förmågor att arbeta med exempelvis tal i bråkform 

för att lyckas med algebraiska resonemang (Lamon, 2020; Norton & 

Hackenberg, 2010; Reeder, 2017). Resultaten av de ingående artiklarna visar 

tvärtemot detta att algebra kan användas för att utveckla förståelse för bland 

annat tal i bråkform. De ingående artiklarna ger således tillsammans med 

tidigare studier om och med ED-programmet implikationer att algebra kan 

utgöra en utgångspunkt för matematiska resonemang redan i den inledande 

matematikundervisningen (Mellone & Tortora, 2017; Polotskaia, 2017; 

Yeong & Dougherty, 2013, Simon & Placa, 2012; Venenciano & Heck, 2016). 

Arbetet i forskningslektionerna skedde i linje med Davydov (1982; 1990; 

2008/1986) som menar att elever behöver urskilja och arbeta med relationer 

mellan kvantiteter med stöd av både algebra och numeriska exempel. Ett 

specifikt exempel ges i de två artiklarna 2 och 4 där elever analyserade 

relationer inom ett tal i bråkform med stöd av både numeriska och algebraiska 

symboler samt linjemodeller. Eleverna arbetade då med en additiv relation 

mellan heltalsdelen och bråkdelen, samt ett multiplikativt förhållande mellan 
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täljare och nämnare (H. Eriksson, 2015, 2018; Eriksson & Sumpter, 

accepterad). Möjligheten att urskilja dessa relationer är kopplad till arbetet 

med abstrakta enheter (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Eleverna behöver 

urskilja en enhet som är den kvantitet som ska mätas, en enhet som utgör 

mätenhet och en tredje kvantitet som utgör en enhet för att mäta även 

mätenheten (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Arbete med numeriska exempel 

där traditionen bjuder att elever istället ska arbeta med delar och helheter för 

att utveckla förståelse av tal i bråkform kan enligt Davydov (1990) ge empirisk 

förståelse av strukturer. Ett sådant arbete kopplar Davydov (1990) samman 

med utvecklingen av vardagliga begrepp i motsats till teoretiskt tänkande.  

Enligt tidigare forskning kan elevernas reflektiva handlingar även tolkas 

som faktiskt algebraiskt tänkande (Radford, 2018) eller ett begynnande 

algebraiskt tänkande (Zazkis & Liljedahl, 2002). Implikationer finns alltså att 

algebraiskt tänkande av olika karaktär och med olika fokus kan utvecklas 

genom att elever analyserar och reflekterar över strukturer inom aritmetik som 

komplement till, eller istället för, enbart numeriska exempel. 

I de ingående artiklarna har strukturer endast urskilts utifrån enskilda 

utsagor. Alltså inte från resonemang om funktionella samband eller mönster-

utvecklingar som annars är vanliga innehåll i early algebra (Blanton & Kaput, 

2011; Radford, 2014b). Inom fältet för early algebra argumenterar forskare för 

att elever bör arbeta med aritmetiska strukturer gällande relationer och 

förhållanden mellan kvantiteter samt funktionella och proportionella samband 

(Kaput, 2008; Kieran, 2018; Kiearn m.fl., 2016; Warren m.fl., 2016). Inom 

lärandeverksamhet kan analyser av en enda utsaga med målet att utforska 

aritmetiska strukturer vara värdefulla som komplement till, eller istället för, 

numeriskt räknande i den inledande matematikundervisningen (Cai & Knuth, 

2011; Davydov, 2008/1986; Kaput, 2008; Zuckerman, 2004). 

Diskussioner om hur elever bör ges möjlighet att arbeta med relationer 

mellan kvantiteter i enskilda utsagor varierar dock inom forskningsfältet. 

Inom exempelvis pre-algebra kan eleverna arbeta med att okända kvantiteter 

i utsagor ska bestämmas till specifika numeriska värden (Carraher m.fl., 

2006). Inom forskning som talar om begynnande algebraiskt tänkande 

presenterar Radford (2014a) resultat där elever verbalt med vardagligt språk 

samt med hjälp av gester och noteringar arbetar algebraiskt enligt vad som 

benämns som ett faktiskt algebraiskt tänkande. Motsvande handlingar som 

lärarstudenter utvecklar i en studie gjord av Zazkis och Liljedahl (2002) 

beskrivs som ett begynnande algebraiskt tänkande.  Inom en algebraisk 

undervisningstradition kan relationer göras synliga genom mätningar och 

jämförelser av kvantiteter och genom operationer med okända kvantiteter på 

samma vis som om de var kända (jfr Cai & Knuth, 2011; Davydov, 

2008/1986; Schmittau, 2003, 2005; Zuckerman, 2004).  
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Olika nivåer av generalisering 

Genom att designa undervisning som en lärandeverksamhet visar resultaten i 

artikel 1 att möjligheter skapas för elever i årskurs 1 att erfara jämförelser på 

tre kvalitativt olika nivåer. Deras erfaranden identifierades som hierarkiska 

fenomenografiska kategorier, nämligen; (1) numeriskt räknande, (2) 

identifierande av relationer och (3) bevarande av relationer (Eriksson, 2019). 

I likhet med tidigare forskning signalerar resultaten i artikeln att elever 

utvecklar kunnande av både numeriskt räknande och av att använda 

algebraiska symboler samt olika grafiska modeller. Detta ger implikationer 

om att en tidig algebraisk undervisning inte försvårar för elevernas förmågor 

att arbeta med tal och numeriska aspekter av matematik (jfr Brizuela m.fl., 

2013; Schmittua & Morris, 2004). Tvärtom påvisar resultat från tidigare 

studier genomförda av Brizuela med flera (2013) samt Schmittau och Morris 

(2004) att elever som tidigt arbetat med algebra i kollektivt arbete utvecklar 

förmågor i bland annat problemlösning av högre kvalitet än elever i andra 

former av undervisning. Tidigare forskningsstudier visar också förbättrade 

elevresultat i PISA-undersökningar för elever som tagit del av den här typen 

av undervisning (Zuckerman, 2004). Eleverna i en algebraisk undervisning 

löser problemlösningsuppgifter på flera olika vis jämfört med elever som tagit 

del av annan typ av undervisning.  

De två sista kategorierna i artikel 1 visar att elever självständigt kan arbeta 

med andra symboler än enbart siffror samt att de kan använda flera olika 

redskap för att argumentera för en lösning (Eriksson, 2019). I likhet med 

tidigare forskning presenterad av bland andra Krutetskii (1976), Mason (2018) 

och Schmittau (2003) visar skulle resultatet i artikel 1 kunna tas som 

indikation på att elever så tidigt som i årskurs 1 kan utveckla algebraiskt 

tänkande i form av generellt tänkande. Resultaten kan även jämföras med 

resultaten av en annan fenomenografisk analys gällande erfarande av 

relationer mellan kvantiteter presenterad av Tuominen med flera (2018). I den 

artikeln analyserades elevernas erfarande av kvantiteter som: (a) något som 

behöver beräknas och (b) något som kan relateras. Elevers erfarande av 

kvantiteter kan sålunda i likhet med erfarande av jämförelse utgöras av dels 

numeriskt räknande dels av mer generella aspekter där kvantiteter relaterar till 

varandra. En implikation från artikel 1 är att eleverna som arbetat i en 

lärandeverksamhet även uppvisade två kvalitativt skilda nivåer av att 

reflektera generellt genom ett algebraiskt sätt att tänka. 

Ett annat resultat på hur eleverna generaliserade kan hämtas från artikel 3 

där eleverna arbetade med att urskilja innebörder av addition och subtraktion 

utifrån transformationer av olika långa linjemodeller och algebraiska uttryck. 

Eleverna benämner olika sträckor i linjemodellerna med olika algebraiska 

symboler och anger sedan möjligheter att konstruera likheter med hjälp av 

uttryck såsom C = A – B. Eleverna diskuterar således subtraktion utifrån ett 

algebraiskt sätt att tänka, där linjemodellerna utgör ett stöd i deras 
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argumentation om vad som utgör helhet och vad som är subtrahend av vad 

som utgör minuend.   

Resultaten i de ingående artiklarna visar att elevernas arbete tog avstamp i 

generella noteringar via algebraiska symboler och linjemodeller (H. Eriksson, 

2018, 2019; Eriksson & Eriksson, 2020; Eriksson & Sumpter, accepterad). 

Generalisering inom andra typer av undervisning inom early algebra kan till 

skillnad från vad som utvecklades i de ingående artiklarna utgå från 

aritmetiska operationer. Exempelvis kan eleverna i en algebraiserad elementär 

matematik (Britt & Irwin, 2008) som alternativ till arbetet som redovisas i 

artikel 3 istället få möjlighet att urskilja vad addition och subtraktion kan 

innebära genom att göra generaliseringar utifrån numeriska uppgifter. Ett 

exempel kan som tidigare nämnts utgöras av 47 + 18 – 18 = 47 (Lins & Kaput, 

2004). Eleverna kan här se hur addition och subtraktion är varandras inverser. 

Inom pre-algebra fokuserar undervisningen, istället för generella noteringar, 

på att eleverna ska räkna numeriskt för att organisera ordningsföljder och för 

att operera med kvantiteter. Arbetet med specifika kvantiteter utgör ingång för 

att utveckla generaliseringar. Numeriskt arbete föregår algebraiska uttryck 

och eleverna förväntas inte arbeta algebraisk innan de kan arbeta med 

specifika numeriska exempel (Carraher & Schliemann, 2007). Den här 

undervisningen utgår således från vad Davydov (1990) kallar empiriska 

begrepp. Den algebraiska undervisningen som avhandlingen har för avsikt att 

utforska grundas således i ett arbete med algebra som utgår från algebraiskt 

tänkande för att utveckla generaliseringar av aritmetik i motsatts till hur 

algebraiserad elementär undervisning och pre-algebra grundar generellt 

tänkande i numeriska exempel. 

Kollektiva algebraiska resonemang 

De kollektiva matematiska resonemang som utvecklades i tre 

forskningslektioner grundades på att läraren utmanade eleverna att uppleva ett 

behov av rationella tal för att representera en likhet (Eriksson & Sumpter, 

accepterad). I enlighet med tidigare forskningsstudier utforskade eleverna 

rationella tal genom att arbeta med tre olika enheter, ett objekt som skulle 

mätas, en mätenhet och en mindre enhet för att mäta även mätenheten. Alla 

dessa tre enheterna behövde eleverna urskilja för att transformera olikheterna 

till likheter (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Den teoretiska ingången där 

läraren styrde resonemangen till de olika enheterna tycktes öppna upp för 

eleverna att engagera sig i att formulera problemet i uppgiften genom 

identifierande argument (Eriksson & Sumpter, accepterad).  

Elevernas identifierande argument om att ”det är lite för långt” respektive 

”det är lite för kort” i relation till antalet mätenheter i jämförelsen kunde 

förstås som algebraiska i det att eleverna analyserade en situation matematiskt 

utan att enbart använda numeriska exempel (Kaput, 2008; Kieran, 2004; 

Radford, 2012, 2014b). Ingången i de kollektiva resonemangen var således av 
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en algebraisk karaktär, vilket också är en av grundidéerna i ED-programmet 

(Schmittau, 2003, Zuckerman, 2004). 

Resultaten i artikel 4 visar att de resonemang som utvecklades efter den 

ovan beskrivna ingången inkluderade ett matematiskt innehåll av både 

algebraisk och aritmetisk karaktär (Eriksson & Sumpter, accepterad). I de 

följande stegen i ett matematiskt resonemang enligt beskrivningen av Lithner 

(2008, 2017) urskildes både aritmetiskt och algebraiskt innehåll som 

sammanlänkande av olika argument. Denna sammanlänkning tycktes ske både 

mellan olika argument (mellan initierande och implementerande argument) 

och inom ett och samma argument (inom ett och samma utvärderande 

argument) i de resonemang som eleverna utvecklade (Eriksson & Sumpter, 

accepterad). Detta implicerar, till skillnad från vad exempelvis Lamon (2020), 

Norton och Hackenberg (2010), samt Reeder (2017) skriver fram, att algebra 

och aritmetik kan behöva utvecklas parallellt. Resultatet indikerar dessutom 

att elever kan behöva använda algebra för att utveckla ett aritmetiskt tänkande, 

det vill säga algebra behöver finnas med i undervisningen innan aritmetik 

(Davydov, 1990; 2008/1986; Schmittau, 2003; Zuckerman, 2004). 

Tidigare forskning har påvisat initierande och implementerade argument i 

studier av lärares matematiska resonemang (Bergqvist & Lithner, 2012). 

Utvärderande argument i slutsatserna av ett kollektivt matematiskt 

resonemang har påvisats och definierats av Sumpter och Hedefalk (2015, 

2018) där eleverna återkopplade till frågor ställda tidigare i resonemangen. De 

identifierande argumenten i inledningen till resonemangen tycks däremot inte 

finnas påvisade inom forskning av matematiska resonemang. En trolig 

förklaring till att de utvecklades i inledningen till en lärandeverksamhet kan 

vara den problemsituation som designats för eleverna. Enligt 

lärandeverksamhet måste eleverna få möjlighet att uppleva ett behov av ett 

nytt kunnande och identifiera ett problem som detta kunnande kan lösa 

(Davydov, 2008/1986; Repkin, 2003). Att identifiera problemet tycktes utgöra 

en del av en drivkraft för att lösa problemet i dessa lektioner. I designarbetet 

var det ett kriterium för de lektioner som genomfördes i de två 

forskningsprojekten. 

Lärandemodeller i en algebraisk undervisning 

Arbetet med lärandemodeller var centralt i samtliga fyra artiklar även om de 

var involverade i explicita forskningsfrågor endast i artikel 1 och 2. I 

respektive forskningslektion utvecklades lärandemodellerna i fyra faser. 

Dessa fyra faserna identifierades genom den verksamhetsteoretiska frågan 

vem som gör vad med vilka redskap och i vilket syfte till resultaten i samtliga 

de ingående artiklarna (jfr I. Eriksson, 2017). 
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Fas 1: Rudimentära lärandemodeller – identifierande handlingar 

I de analyserade forskningslektionerna introducerades lärandemodeller för 

olikheter som skulle transformeras till likheter. Lärandemodellerna i det här 

skedet av lektionerna utmanade eleverna att representera jämförelser de ännu 

inte till fullo behärskade.  

I den här första fasen av konstruktionsarbetet hade lärandemodellerna 

karaktären av att vara rudimentära, det vill säga att det fokuserade innehållet 

var ännu utan innebörd för eleverna (Davydov, 1990; jfr Radford, 2015, 

2020). Eleverna bör få hjälp av modellerna att fokusera abstrakta aspekter av 

innehållet (Davydov, 1990). Den här fasen kan jämföras med hur Kaput 

(2008) beskriver algebraiskt tänkande som systematiskt generellt men 

syntaktiskt innehållslöst. Lärandemodellerna i den här fasen behöver vara av 

sådan karaktär att eleverna både engageras i ett problem och identifierar 

detsamma (Gal’perin, 1968). Detta till skillnad från vad som är mer brukligt i 

västerländsk undervisning där elever som nämnts ovan arbetar enskilt med 

färdigformulerade problem där eleverna ges en instruktion om hur en uppgift 

ska lösas (Kilhamn & Säljö, 2019; Schmittau, 2003), där eleverna sedan 

förväntas att lösa uppgiften i enlighet med instruktionen. 

De rudimentära lärandemodellerna kan även förstås som att de 

manifesterade motsättningar med karaktären av en kritisk konflikt (Engeström 

& Sannino, 2011). I lektionerna i forskningsprojekt 1 verkade det som att de 

enskilda eleverna upplevde att de inte kunde genomföra jämförelsen. 

Jämförelserna följde med till nästkommande del av lektionen. Eleverna 

uttryckte då att det var något de behövde veta (Eriksson, 2015). Detta verkade 

fungerade som en drivkraft för det fortsätta utforskandet av exempelvis 

jämförelser. Problemet av att jämförelserna exempelvis inte gick att 

representera med endast hela mätenheter blev gemensamt i och med att några 

jämförelser bearbetades vidare i kollektivt arbete. Lektionen drevs vidare av 

en motsättning av karaktären double bind där en fortsatt problemidentifikation 

blev en kollektiv angelägenhet (jfr Engeström & Sannino, 2011). 

Fas 2: Preliminära lärandemodeller – initierande handlingar 

I nästa fas av konstruktionen av lärandemodellerna togs olika redskap i bruk 

på initiativ av både lärare och elever. Samtliga redskap introducerades och 

användes kollektivt, de togs i bruk på en gemensam whiteboardtavla, på ett 

gemensamt bord, eller via projektor som projicerade exempelvis föremål till 

tavlan. De redskap som introducerades kunde ses som preliminära 

lärandemodeller så till vida att de i sig inte synliggjorde några av de relationer 

mellan kvantiteter som lektionerna syftade till att utveckla. Även andra 

forskningsstudier som studerat elevers möjligheter att tänka tillsammans 

påvisar att arbetet bör vara kollektivt och ske på en gemensam plats i 

klassrummet (se t.ex. Eriksson m.fl., 2019; Liljedahl, 2016).  
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I likhet med vad tidigare studier påvisar som centralt, var de redskap som 

initierades i form av symboler och grafiska representationer ämnesspecifika 

och kulturhistoriskt utvecklade (Kozulin & Kinard, 2008). Det vill säga de 

redskap som användes i lektionerna var specifikt ämnade att diskutera 

kvantiteter. Redskapen i sig påvisar dock inget innehåll. Enligt tidigare 

forskning är det först i användandet av modellerna (Arievitch & Stetsenko 

2000; Roth & Raford 2011), eller när modellerna bidrar till att sätta ett 

kunskapsobjekt i rörelse (Radford, 2015) som innehållet görs synligt. I de 

ingående artiklarna var det de abstrakta enheterna som behövdes för 

transformationen av olikheter till likheter som manifesteras av modellerna. 

Lärandemodellerna matrealiserade relationer och strukturer i detta innehåll 

(jfr Arievitch, 2017; Arievitch & Haenen, 2005; Gal’perin, 1992/1978). Med 

begrepp från Kaput (2008) kan vi se att redskapen är specifika men syntaktiskt 

oartikulerade vad gäller de abstrakta enheterna för att transformera 

olikheterna.  

I planeringen inför ett arbete med en lärandeverksamhet behöver det göras 

en inventering av vilka redskap som kan utvecklas till preliminära och som 

kan stötta eleverna i arbetet. Det gäller att förutse vad elevgruppen kan initiera. 

Både arbetet i forskningsprojekten och tidigare forskning visar att detta är en 

process lärare kan utveckla kunnande om (Gorbov & Chudinova, 2000). 

Fas 3: Prototypiska lärandemodeller – formaliserande handlingar 

Resultaten från artiklarna som presenterar arbete med lärandemodeller från 

lektioner (artikel 2, 3 och 4) likväl resultat från elevintervjuerna (artikel 1) 

visar att olika redskap användes för att påvisa samma kunskapsinnehåll. De 

olika redskapen användes tillsammans i vad som kan förstås som prototyper 

till mer fullt utvecklade lärandemodeller.  

  De prototypiska lärandemodellerna kan förstås som specifika och 

syntaktiskt artikulerade (Kaput, 2008). Algebraiska symboler användes för att 

precisera reflektioner om en linjemodell eller fysiska objekt. Denna utveckling 

av lärandemodeller kan liknas vid det erfarande av jämförelse som 

analyserades till kategori 3 i artikel 1 i Eriksson (2019) där eleverna 

konserverade relationerna och använde flera redskap i modellarbetet med 

jämförelserna.  Relaterat till studier om algebraiskt tänkande kan elevernas 

handlingar med de prototypiska lärandemodellerna tolkas som formaliserade 

utan att de för den skull följer formell algebraisk nomenklatur (Cai & Knuth, 

2011; Kaput, 2008; Kieran, 2018; Kieran m.fl., 2016; Radford, 2014a).  I 

likhet med formaliserade handlingar beskrivna i tidigare forskning kan alltså 

handlingarna i forskningslektionerna förstås fokusera strukturer inom 

aritmetiken genom utforskande av relationer mellan kvantiteter, fokusera 

lösningar av problemen istället för enbart ett numeriskt svar, samt fokusera 

lösningar med bland annat algebraiska symboler och geometriska figurer (jfr 

Cai & Knuth, 2011).    
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I likhet med vad Gorbov och Chudinova (2000) beskriver behövde den 

lokala lärargruppen förbereda frågor till eleverna om hur potentiella 

lärandemodeller kan förenas till mer prototypiska modeller. Hur detta i detalj 

kan gå till behöver utforskas i ytterligare studier vilket även Gorbov och 

Chudinova (2000) skriver fram. 

Fas 4: Symboliska lärandemodeller – prövande handlingar 

Lärandemodellerna i artikel 2 och 4 utvecklades från de rudimentära 

jämförelserna av Cuisenairestavar till linjemodeller och likheter som tog form 

som symboliska algebraiska modeller exempelvis S = H + d/v där H 

representerade hela mätenheter, d symboliserade delar och v symboliserade 

alla vita. En av lärandemodellerna i artikel 3 utvecklades till att den 

symboliska modellen C = A – B kunde användas för att reflektera över om den 

kommutativa lagen gällde subtraktion. Lärandemodellerna utvecklades 

således även i en fas där de fick en symbolisk karaktär. Den symboliska 

karaktären kan jämföras med hur Radford (2018) utforskat tre olika nivåer att 

arbeta algebraiskt i en inledande matematikundervisning. Radford (2018) 

beskriver en utveckling av algebraiska symboler som faktiska, det vill säga 

knutna till ett vardagsspråk, som kontextuella, det vill säga att symbolerna är 

kopplade till den kontext de utvecklas i, samt symboliska, det vill säga där 

symbolerna representerar okända eller generella kvantiteter. I enlighet med 

Davydov (1990) kan modellerna förstås att ha utvecklats till att vara konkreta 

i processen att ett teoretiskt innehåll utvecklas från abstrakt till konkret. 

Relaterat till algebraiskt tänkande kan de symboliska lärandemodellerna även 

beskrivas som generella och syntaktiskt innebördsrika (Kaput, 2008). 

 I likhet med att linjemodeller i lektionerna prövades i operationer med både 

addition och subtraktion (Eriksson & Eriksson, 2020) menar tidigare 

forskning att en och samma modell kan synliggöra flera innebörder i ett 

kunskapsobjekt (Arievitch & Haenen, 2005; Gorbov & Chudinova, 2000).  

Samtidigt kan flera modeller synliggöra aspekter av ett och samma 

kunskapsobjekt (Arievitch & Haenen, 2005; Gorbov & Chudinova, 2000). I 

forskningslektionerna synliggjordes likheter genom både fysiska objekt och 

linjemodeller (Eriksson & Eriksson, 2020).  

Reflektioner om möjligheter eller begränsningar med en lärandemodell tog 

sällan form i forskningslektionerna. I forskningslektionerna var det istället 

lärarnas stöttande frågor och utmaningar till eleverna av typen; vad var det för 

problem? hur kunde vi veta? hur kunde modellen visa det? som gjorde det 

möjligt för eleverna att få syn på olika aspekter av ett kunnande (Davydov, 

2008/1986). Utvecklingen av sådana frågor och hur lärandemodellerna ska 

kunna utvärderas av eleverna pågår fortfarande på projektskolan.  
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Implikationer 

Innan avhandlingsarbetet helt avslutas vill jag framföra några implikationer 

för undervisning och fortsatt forskning gällande matematikundervisning i de 

tidigare årskurserna i grundskolan. Utifrån de fyra artiklarna kan jag bidra med 

resultat som ger en något annorlunda bild av vad som kan främja yngre elevers 

matematikkunnande. Inom traditionell matematikundervisning finns ibland 

idéer om individualisering där olika matematiska innehåll ska separeras från 

varandra och undervisas i en bestämd ordningsföljd helst specificerad för varje 

enskild elev. Det finns även idéer om att matematiskt innehåll som de yngsta 

eleverna ska arbeta med bör utgå från deras vardagserfarenheter. Resultaten 

av mitt arbete indikerar det motsatta: att de yngsta och även flerspråkiga 

eleverna behöver få möjlighet att utveckla kollektiva resonemang som grundar 

sig i matematiskt innehållsliga aspekter. Det vill säga att eleverna behöver få 

möjlighet att rekonstruera teoretiska begrepp som utgångspunkt för kollektivt 

arbete. Mitt arbete indikerar även att dessa elever har gott stöd av att utveckla 

ett algebraiskt tänkande för att utveckla mer kvalificerat matematiskt 

kunnande även relaterat till aritmetik. Det är tre implikationer av mina resultat 

jag särskilt vill framföra. 

Det första jag vill framföra handlar om det tänkande som synliggjordes i 

arbetet med lärandemodellerna. I lärandeverksamheterna representerade 

eleverna lösningar med bland annat algebraiska symboler och linjemodeller, 

alltså inte enbart med numeriska symboler. Eleverna arbetade med operationer 

med okända kvantiteter där de exempelvis reflekterade över subtraktion som 

icke-kommutativt. De analyserade relationer mellan kvantiteter såsom 

additiva och multiplikativa relationer. I arbetet använde de olika redskap som 

samverkade på olika nivåer av generalisering. Eleverna framförde alltså 

argument med stöd av lärandemodellerna där algebraiskt och aritmetiskt 

tänkande interagerade. Det algebraiska innehållet och innehållet som handlade 

om tal i bråkform samverkade både mellan argument och inom ett och samma 

argument. Denna samverkan som startade i algebraiskt innehåll utvecklades 

av eleverna trots att viss tidigare forskning påvisar att elever först måste 

utveckla förståelse för och lära sig hantera tal i bråkform innan de kan arbeta 

med algebra. 

De lärandemodeller som konstruerades i det ovan beskrivna algebraiska 

arbetet verkade ha olika karaktär i olika delar av arbetet med en 

problemuppgift. Först initierades rudimentära lärandemodeller av både lärare 

och elever som de tillsammans utvecklade till preliminära modeller. 
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Konstruktionsarbetet som därefter tog vid innebar att prototypiska 

lärandemodeller utvecklades där olika redskap togs i bruk för att samspela. 

Lärandemodellerna preciserades till slut som symboliska som kunde pröva 

innehållsliga aspekter av det matematiska innehållet i uppgifterna. Detta 

konstruktionsarbete möjliggjorde algebraiskt tänkande. Grundat i elevfrågan i 

prologen och det arbete som blev följden av ett ja på den frågan tycks det 

finnas implikationer för att lärandemodeller kan utgöra ett tankeredskap för 

elever också i en svensk inledande matematikundervisning. Huruvida olika 

karaktärer av lärandemodeller kan kopplas endast till modeller gällande 

relationer mellan kvantiteter eller om de är mer allmängiltiga för fler 

matematiska innehåll eller för andra skolämnen behöver studeras vidare. 

Det andra jag vill framföra utgår från idén i lärandeverksamhet om att 

lärande i matematik bör drivas av engagemang i kollektiva problem-

situationer. Uppgifterna vi arbetade med behövde iscensättas som en 

gemensam situation där eleverna var med och arbetade fram problemen. 

Uppgifterna behövde ta form tillsammans med eleverna i helklassdiskussioner 

som ibland varade under en hel lektion även i årskurs 1. Lärarens uppgift i 

dessa diskussioner blev att styra fokus mot det som uppgiften var ämnad för, 

att utmana eleverna, och att fånga in de argument och resonemang som kunde 

leda gruppen vidare i de utforskande processerna. Uppgifterna behövde 

designas annorlunda än de uppgifter som lätt finns tillgängliga för den 

inledande matematikundervisningen. Uppgifterna behövde göras rena från 

andra aspekter än det matematiska innehåll som eleverna förväntades att 

utveckla kunnande om. I det förändringsarbete som pågick noterade vi särskilt 

elevernas ökade engagemang att diskutera innehållsliga aspekter i de uppgifter 

vi arbetade med. Lärandeverksamhet gav sålunda implikationer om att nya 

socio-matematiska normer utvecklades i undervisningen, det vill säga det 

matematiska innehållet tog form och bearbetades utifrån andra normer än 

tidigare.  

Den tredje och avslutande implikationen jag vill framföra handlar om 

undervisning i flerspråkiga elevgrupper. Eleverna i de två forskningsprojekten 

kunde med stöd av det kollektiva modellarbetet initiera innehållsliga aspekter 

av det kunnande som forskningslektionerna fokuserade på, och de kunde 

interagera med kamrater i resonemang om detta innehåll. Arbetet med 

lärandemodeller i en lärandeverksamhet skulle sålunda kunna svara upp mot 

några av de förutsättningar som skrivs fram som nödvändiga för 

matematikundervisning i flerspråkiga klassrum. Detta ger implikationer om 

att ytterligare empiriska studier med lärandemodeller i lärandeverksamhet 

behöver genomföras för att utröna svar på frågor gällande vad dessa 

lärandemodeller kan hjälpa elever att utveckla. Detta helt i enlighet med hur 

exempelvis Coles (2021) diskuterar gällande resultaten i den tredje artikeln i 

detta arbete. I undervisningsgrupper där elever behöver mer är språkliga 

redskap för att utveckla kunnande ser lärandeverksamhet ut att öppna upp för 

kollektiva resonemang med stöd i konstruktioner av lärandemodeller. 
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Summary in English 

This thesis is based on four articles exploring Learning Activity and 

mathematics teaching in multicultural classrooms in one project school in 

Sweden. The participating students were 6 to 12 years old. Data for the articles 

were produced in two different research projects aimed at developing teaching 

– Research Project 1 and Research Project 2. The lessons staged in the projects 

were designed and reflected on by a local teacher group working 

collaboratively in the process of learning studies for teaching. The research is 

problem-driven, meaning that the research questions are empirically grounded 

in understanding the algebraic thinking developed during a learning activity.  

Theoretical frameworks and earlier research 

Learning activity was used as a framework for designing the lessons in the 

two research projects and as a framework for analyses in two of the articles 

(Article 2 and 3). Phenomenography was used as a framework for analyses in 

Article 1, and mathematical reasoning was used in Article 4. 

Learning activity is based on Vygotsky's (1978) cultural-historical theory 

and Leont’ev’s (1978) activity theory (Davydov 2008). Following Vygotsky, 

a learning activity is aimed at theoretical thinking. This type of thinking has 

to be discerned and understood through the use of subject-specific tools 

(learning models) developed through actions (learning actions) in content-rich 

learning activities (Morris 2000; Schmittau 2003, 2011). Theoretical thinking 

is described as ascending from the abstract to the concrete (Davydov 2008). 

Learning activity is also aimed at joint actions to develop student agency to 

act and participate in new and independent ways in different activities 

(Davydov 2008; Repkin 2003; Rubstov 2013).  

Phenomenography was chosen as the analytical tool in order to identify 

qualitatively different ways of experiencing comparisons.  The analyses 

focused on what can be interpreted as forming student expressions related to 

the phenomenon of comparing quantities. In phenomenography, a first-order 

perspective can be an opinion expressed in relation to a phenomenon while a 

second-order perspective concerns how a person experiences a phenomenon 

(cf. Marton, 1981, 2015). What a person discerns in a phenomenon depends 

on previous experiences (Marton & Booth, 1997). Ways of experiencing thus 

vary between individuals; these different ways are described in 
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phenomenographical analysis using qualitatively different categories (Marton, 

1981, 2015; Marton & Booth, 1997).  

Mathematical reasoning is regarded as a line of thought through arguments 

linked by mathematical properties (Lithner, 2008). Collective mathematical 

reasoning is seen as the results of collective joint activity aimed at meaning 

making through arguments and mathematical properties (Sumpter & 

Hedefalk, 2015, 2018). Mathematical reasoning can be organised as a process 

that includes four different task situations: (1) a (sub) task is explored (TS); 

(2) a strategy choice is made (SC); (3) the strategy is implemented (SI); and, 

(4) a conclusion is suggested (C) (Lithner, 2008, 2017). Research has 

identified three types of arguments included in mathematical reasoning 

(Hedefalk & Sumpter, 2017; Lithner, 2008; Sumpter & Hedefalk, 2018). 

Predictive arguments are linked to strategy choice, verifying arguments are 

linked to strategy implementation (Lithner, 2008), and evaluative arguments 

are linked to conclusion (Hedefalk & Sumpter, 2017; Sumpter & Hedefalk, 

2018).  

Research related to learning activity and mathematics education is referred 

to in the field of early algebra. In this field the ED-curriculum is often referred 

to. Grounded in this curriculum studies  from all over the world present results 

from students work on analyses of arithmetical relationships (Cai & Knuth, 

2011; Carraher m.fl., 2006; Dougherty, 2008; Kieran, 2018; Mason, 2018; 

Schmittau 2004, 2011; van Oers, 2001; Warren m.fl., 2016; Zuckerman, 

2004). As one example Mason (2018) highlights Davydov’s (1990) idea about 

young students’ emergence of theoretical thinking through ascending 

concepts from abstract to concrete. Mason (2018) mentions the work from 

Schmittau (2004) regarding relationships between quantities, and Dougherty 

(2008) regarding beginning with algebra in the early grades. As usual when 

using the ED-curriculum these two examples are grounded in measurement 

tasks comparing quantities such as lengths, weights, areas, volumes 

(continuous quantities), and numbers of physical things (discrete quantities). 

Aim and research questions  

The aim of the thesis is to develop and explore teaching possible to promote 

algebraic thinking together with young multilingual students six to twelve 

years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking 

can be developed by students participating in learning activities that are 

characterized by collective mathematical reasoning on relations between 

quantities of positive whole and rational numbers. 

The main questions addressed are: (1) What in students work indicate 

algebraic thinking identified in learning activities and as experiences of 

algebraic thinking? (2) How can learning models manifest in learning activity, 

in what ways do learning models change and enhance, and which 

characteristics of learning actions are enabled? Question number one is dealt 
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with in all the four articles and question number two is dealt with in study two 

and three. 

Methods  

The data used was selected from the two collaborative research projects aimed 

at exploring the ED curriculum. The school participating in the projects was 

multilingual and multicultural, with a high proportion of students being 

second language learners of Swedish. Approximately twenty to twenty-five 

mother tongues were spoken at the school. According to national and local 

screening mathematics tests, abilities varied in the groups of students. The 

young students are not familiar with mathematical concepts either in Swedish 

or in another language. The six teachers and the teacher researcher were all 

qualified teachers and had 1-10 years of teaching experience. The 

approximately ninety research lessons were documented by two video 

cameras. The films for the five chosen lessons were transcribed capturing 

students and teachers at work. In these transcripts the names of the students 

are fictitious and only the teacher and the first author have access to the name 

key. All the parents had given written consent for their children to participate 

in the project following the standards of the Swedish Research Council 

(Vetenskapsrådet, 2017). This agreement and other information about the 

projects were described to the parents at meetings by mother-tongue teachers 

and interpreters. 

The analyses in the different articles were conducted using different 

methods. In Article 1, verbal and written conversations and student gestures 

when working with comparisons of quantities were analysed. Student 

experiences of these comparisons were interpreted as hierarchical categories 

in relation to these actions. In order to validate categorisation, outcome space 

was analysed by two more researchers familiar with phenomenography (cf. 

Larsson, 1986; Sin, 2010). 

In Article 2 and 3 the focus of the analysis was student learning actions 

while reflecting on relationships between quantities. In the first step of the 

analyses a chronological narrative description of each of the chosen lessons 

was constructed led by questions, such as: “Who is doing what with which 

goal? And with the help of which tools?” (cf. Daniels, 2015). These narratives 

were illustrated with excerpts from the lessons. When analysing these 

complemented narratives tool-mediated and goal-directed actions related to 

the object of knowledge were identified (Davydov, 2008; El’konin, 1999a). 

Thus, the analyses focused on learning actions and learning models. The 

actions were identified in relation to a) who initiated the work (Gorbov & 

Chudinova, 2000), b) what the models were used for (Arievitch & Stetsenko, 

2000), c) the modelling of the problem situation, what aspects it illustrated 

(Davydov, 1990, 2008; El’konin, 1999a), and d) where it was staged (Eriksson 

m.fl., 2019).  
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In Article 4 analysis was conducted as collective mathematical reasoning. 

First the transcripts from the chosen lessons were organised as mathematical 

reasoning, thus according to (TS), (SC), (SI), and (C). Then the arguments and 

mathematical properties within these reasoning were analysed by two 

researchers and the results of these analyses were compared and discussed. In 

the next step, we compared the arguments regarding whether they comprised 

fractional or algebraic thinking. We identified arguments that include only one 

of these properties and arguments containing properties categorised as both 

fractional and algebraic thinking.   

The four articles 

The four articles included in the thesis are presented here as short abstracts.  

Article 1: The name of this article is “Algebraic thinking and level of 

generalisation: students’ experiencing of comparisons of quantities”. It has 

been published in a Special Issue about Early Algebra in NOMAD. The study 

explores Grade 1 students’ different ways of experiencing quantity 

comparisons after participating in teaching designed as a learning activity for 

about six months. The research questions were (1) what qualitatively different 

ways of experiencing the phenomenon comparisons of quantities can be 

identified among young students who have taken part in an algebraic learning 

activity, and (2) what indications of emerging algebraic thinking are 

embedded in the students’ different ways of experiencing the phenomenon. 

The analysis generated three phenomenographical hierarchical ways of 

experiencing comparisons: counting numerically, relating quantities, and 

conserving relationships. The first category comprises arithmetical ways of 

thinking, whereas the second and third categories comprise algebraic ways of 

thinking. These two categories indicated different levels of generalisations, 

the highest level in category three. Algebraic thinking was identified as 

reflections on relationships between quantities at different levels of 

generalisation.  

Article 2: This article is a research paper for a Colloquium at PME 42. It is 

titled, “Identifying algebraic reasoning about fractions”. The issue in this 

paper was to identify algebraic reasoning through student action, during a 

lesson, where students and a teacher develop learning models for fraction 

numbers. The research question was: What indicates algebraic reasoning, 

identified through students’ sense-making actions, when the students are 

analysing quantities? The analysis focuses student work, trying to make sense 

of the unknown fractional part of a number. The unknown part was elaborated 

when the students suggested “adding a little bit more” to construct equality 

when comparing two different lengths. The unknown part developed to a 

fractional part with help of a learning model containing algebraic symbols: 

B=W+p/a. In this activity, potentialities in student algebraic reasoning were 

identified as an additive relationship between the integer and the fractional 
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part of the number, and as a multiplicative relationship between the numerator 

and the denominator in this fractional part. 

Article 3: This article is submitted to Educational Studies in Mathematics 

is titled, “Learning actions indicating algebraic thinking in multilingual 

classrooms”. This article discusses algebraic thinking regarding positive 

integers and rational numbers when the students are engaged in an algebraic 

learning activity proposed by the ED-Curriculum. The research questions 

were (1) what actions indicate algebraic thinking among these young students 

when they reason around positive integers and rational numbers in lessons 

designed as a learning activity in which learning models are used as mediating 

tools, and (2) what indicates that the learning models used in collective student 

reflections are enhancing mediation and transparency and thus bridging 

insufficient language skills in relation to Swedish. The main results of this 

article indicate that students through tool-mediated joint reflective actions as 

suggested in this curriculum succeeded in analysing arithmetical structures of 

positive integers and rational numbers.  They were able to reflect on the 

general structures of numbers established as additive relationships (addition 

and subtraction) as well as multiplicative relationships (multiplication and 

division) and mixtures thereof, which is a core foundation of algebraic 

thinking. The students used algebraic symbols, line segments, verbal, written 

and gesture language to elaborate and construct models related to these 

relationships. Elaborated in common experiences staged in the lessons, the 

learning models appeared to bridge the lack of common verbal language as 

the models visualised aspects of the relationships within numbers in a public 

manner on the whiteboard. These learning actions created rich opportunities 

for bridging tensions regarding language demands in the multilingual 

classroom. 

Article 4: This article is also submitted to Educational Studies of 

Mathematics. The title is “Algebraic and fractional thinking in collective 

mathematical reasoning”, and it examines the collective mathematical 

reasoning when students and teachers in Grades 3, 4, and 5 explore fractions 

derived from length comparisons, in a task inspired by the ED-Curriculum. 

The aim was to investigate collective mathematical reasoning in relation to 

algebra and fractions, and the research questions were (1) what mathematical 

properties are arguments anchored in when students are analysing the 

fractional part of a mixed number, (2) what aspects of algebraic thinking and 

fractional thinking are these mathematical properties indications of, and (3) in 

what way do algebraic and fractional thinking interplay in collective 

mathematical reasoning? The analysis showed that mathematical reasoning 

was mainly anchored in mathematical properties related to fractional or 

algebraic thinking. Further analysis showed that these arguments were 

characterised by interplay between fractional and algebraic thinking except in 

the conclusion stage. In the conclusion and the evaluative arguments, these 

two types of thinking appeared to be intertwined into one and the same 
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argument. Another result is the discovery of a new type of argument, 

identifying arguments, concerning the first step of reasoning, the task 

situation. In the lessons, the different types of arguments, including the 

identifying arguments, were not only initiated by the teachers but also by the 

students.  

The overall results 

The overall results of the research projects signal that it is possible to use 

learning activity as a framework for education in Swedish multilingual 

classrooms in order to develop collective mathematical reasoning including 

algebraic thinking. This brought changed norms in which the teachers and the 

students became keen to analyse and formulate mathematical problems 

together. They also developed learning models, worked collectively on the 

board and commented on mathematical content in collective joint activities. 

The results signal that it was possible to develop learning activities that 

engaged the students in collective mathematical reasoning. The collective 

motive for the reasoning seemed to be the challenge to develop equalities. In 

the teachers’ design work, it was never possible to know or decide exactly 

what kind of learning models that would be developed in the lessons, it 

depended on the student suggestions. The teachers had to prepare for many 

kinds of arguments from the students. However, over time this group of 

teachers became more and more familiar with what to prepare. 

  The results from the articles show that algebraic thinking was developed as 

different levels of generalisation suggested by Kruteskii (1976), as 

formalisation of for example the study of relationships of quantities suggested 

by Davydov (1982), Yeong and Dougherty (2013), and finally as symbolising 

compared to frameworks as suggested by Kaput (2008), Cai and Knuth 

(2011), and Radford (2014a). The results of the articles also show that the 

initiative to discuss aspects of the object of knowledge was taken by the 

teacher as well as the students. Aspects that the students found hard to 

understand could be introduced by the students. As one example a student in 

Grade 1 found that equality shown by the line segments also were shown by 

the physical things although these things were placed in different ways in two 

piles. The students also reflected about the reading direction from left to right 

(Eriksson & Eriksson 2020). The teacher supported the students by suggesting 

tools, symbols, and making contradictions in questions and challenges. It 

seemed that the different tools, different languages, graphical representations, 

gestures, and different kinds of symbols made it possible for the students to 

reflect on the object of knowledge in an algebraic manner (H. Eriksson, 2018; 

Eriksson & Eriksson, 2020). In the collective mathematical reasoning 

developed in the lessons, interplay between algebraic and arithmetical 

thinking was developed. Different types of arguments were developed, and 
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the interplay staged in different ways between different types of arguments, 

see Article 4 above (Eriksson & Sumpter, accepted). 

Discussion 

In the four articles the algebraic thinking and the work on the learning models 

were developed as four different characteristics of learning actions, and as four 

types of the learning models. These characteristics could be identified when 

asking analytical questions from activity theory; Who is doing what, with 

what, in what aim? (Daniels, 2015). The characteristics of the learning actions 

throughout the process in a lesson were according to the results in the four 

articles identifying, initiating, formalising, and examining. Compared to 

earlier research these actions can be compared to arguments such as initiating 

that was found by Lithner (2008), evaluating arguments found by Hedeflak 

and Sumpter (2015). Formalising actions can be explained through research 

about algebraic reasoning (Kaput, 2008), and identifying actions can be 

compared to Davydov’s (2008) learning actions. The different types of 

learning models were identified as rudimentary, preliminary, prototypical, and 

symbolic. These types of models are further discussed in the next four 

paragraphs. 

The first type of learning models, the rudimentary models, developed by 

identifying actions were grounded in algebraic thinking regarding the analysis 

of relationships between quantities in a more general manner than focus on 

specific numbers. The rudimentary models were developed by the students 

identifying arguments grounded in algebraic thinking. The students analysed 

the problem situations in a more general way rather than using specific 

numerical symbols only comparable to what Krutetskii (1976) suggests as 

general levels.  

The second type of learning models, the preliminary models, were 

suggested by initiating arguments by the students and the teacher to suggest 

different tools to use in the models.  

The third type of learning models, the prototypical models, were 

manifested as formulating actions regarding relationships between quantities. 

These actions were analysed as algebraic thinking interplaying with 

arithmetical thinking (i.e. fractional thinking) (Eriksson & Sumpter, 

accepted). The students used algebraic symbols and line-segments to think 

together when comparing different quantities (Article 2). They carried out 

operations using unknown quantities when reflecting on additive and 

multiplicative relationships (Article 3). The students also used algebraic 

symbols to reflect on subtraction as non-commutative (Article 3). The 

different tools they suggested were used in different levels of generalisation 

(Article 1).  

The fourth type of learning models, the symbolic models, were specifically 

related to the situation the content of the lesson was handled in. Here, the 
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students used symbols and line segments that were closely connected to the 

object of knowledge. Sometimes these models were the solution of the tasks, 

as for example in the lessons in research project 1 (Article 2 and 4). The 

student reflections were grounded in algebra but were intertwined with, for 

example, fractional thinking in arguments during the development of the 

learning models (Article 4). The different ways of thinking interacted in 

arguments when developing the rudimentary, the preliminary and the 

prototypical models. However, in the conclusion of collective reasoning and 

in the development of the symbolic learning models, theses different ways of 

thinking were intertwined in the same arguments (Article 4). 

Implications 

The results of this thesis contribute to the discussion of early mathematics 

education and provide implications for education and research by responding 

to the need for theoretical preconditions in collective activities. The theoretical 

preconditions and collective activities concern both the teachers work in 

designing the lessons and the content for the students within the lessons. The 

results of the thesis are crystallised by one of the multilingual students asking 

if they could think in the same way as in the learning activities when working 

on tasks focused on mathematical calculations. However, based on the results 

of the four articles, the work on learning models in learning activities should 

be more related to multilingual student groups.  

One result providing implications for mathematics education is how the 

learning tasks containing mathematical problems were handled in joint 

activities which lasted for up to one hour. The students 6 to 12 years old were 

asked to go to the white board and argue about how to solve a problem. The 

role of the teachers was to maintain their focus on the object of knowledge, to 

challenge the students, and to capture the arguments in their reasoning that 

could enhance student exploration of the object of knowledge. The tasks were 

designed to focus on mathematical concepts not on everyday events. This is 

quite a contrast compared to current socio-mathematical norms developed in 

mathematics teaching in Sweden (cf. Kilhamn & Säljö, 2019). And, during 

the research projects we noted increased engagement from the students in 

discussions on the content-based aspects of the lessons. These aspects 

concerning different norms in education must be studied further in order to 

understand what it may mean for student development of mathematical 

abilities. 

Another result providing implications for both mathematics education and 

for further research is the collective development of learning models. These 

models including the algebraic symbols and line segments models appeared 

to enhance theoretical aspects of knowledge through collective reasoning. The 

results indicate that specific tools could be enhanced into learning models 

through collective algebraic thinking. Following learning activity as it was 
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staged in the research projects, the collective development of learning models 

made it possible to identify a problem and analyse theoretical knowledge in 

order to solve the problem. The arguments from the students did not focus on 

specific numbers but were identifying and algebraic in the way that they were 

general and unarticulated. In the process of solving the problem the learning 

models begun as rudimentary. Continued work on the learning models showed 

that they then were developed into preliminary models using different tools 

initiated by students and teachers. After this, prototypical models were 

developed in a process containing different aspects of algebraic thinking 

(Articles 1, 2, 3, and 4). Together these implications give arguments for 

working algebraically together with students from the beginning of their 

development of mathematics.  

Finally, I would like to present a brief discussion on implications for 

teaching in multilingual student groups. If students need more tools than 

verbal language only to enhance theoretical concepts, the use of learning 

models appeared to open up for collective mathematical reasoning. The 

mathematical reasonings were developed in a theoretically relevant manner. 

The students could initiate discussions about content-based knowledge, and 

they were able to interact using each other’s arguments. The learning models 

were collectively developed and were enhanced with content. Learning 

activity was thus able to stand firm regarding the aspects of teaching essential 

to multilingual student groups.   
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