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Abstract
Developing algebraic thinking through learning activity. A study of practice developmental teaching in
multilingual classes in lower school grades

The aim of this thesis is to develop and explore teaching possible to promote algebraic thinking together with young,
multilingual students six to twelve years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking can be
developed by students participating in learning activities that are characterized by collective mathematical reasoning on
relations between quantities of positive whole and rational numbers. Two overall research questions support this work: (1)
What in students work indicate algebraic thinking identified in learning activities and as experiences of algebraic thinking?
(2) How can learning models manifest in learning activity, in what ways do learning models change and enhance, and
which characteristics of learning actions are enabled?

Data was produced by interviews and from research lessons with students in lower grades in a multilingual Swedish
school. The research lessons were focused on learning activity as suggested by Davydov (1990, 2008/1986), aimed at
developing theoretical thinking — here algebraic thinking. They were staged in two research projects conducted as networks
of learning studies. In these learning studies, the group of teachers iteratively designed and revised learning activities
whereby the students could identify mathematical knowledge and collectively solve mathematical problems.

The findings in the articles signal that learning models were developed as rudimentary, preliminary, prototypical and
finally symbolic. Rudimentary models were grounded in algebraic thinking when the students analysed problem situations
and identified the problem. Preliminary and prototypical models were developed by initiating and formalising actions
understood as algebraic thinking. Different tools were initiated by the students and the teachers. These tools were formalised
by the students. The students used algebraic symbols and line-segments to think together when comparing different
quantities (Article 2). They carried out operations using unknown quantities when reflecting on additive and multiplicative
relationships (Article 3). The students also used algebraic symbols to reflect on subtraction as non-commutative (Article
3). The different tools they used interacted on different levels of generalisation (Article 1). Algebraic thinking grounded the
students reflections but interacted with, for example, fractional thinking in their arguments during the development of their
learning models (Article 4). The different ways of thinking interacted in arguments when developing the rudimentary, the
preliminary and the prototypical models. However, in the conclusion of their collective reasoning and in the development
of the symbolic learning models, these different ways of thinking were intertwined in the same arguments (Article 4).

As a conclusion, the four articles signal that learning models including algebraic symbols developed in a learning activity
can be used by newly-arrived immigrant students to reflect on structures of numbers.

Keywords: mathematics education, learning activity, learning models, multilingual students, algebraic thinking,
theoretical thinking.
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Abstract

Developing algebraic thinking through learning activity: A study of practice
developmental teaching in multilingual classes in lower school grades.

The aim of this thesis is to develop and explore teaching possible to promote
algebraic thinking together with young, multilingual students six to twelve
years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking
can be developed by students participating in learning activities that are
characterized by collective mathematical reasoning on relations between
guantities of positive whole and rational numbers. Two overall research
questions support this work: (1) What in students work indicate algebraic
thinking identified in learning activities and as experiences of algebraic
thinking? (2) How can learning models manifest in learning activity, in what
ways do learning models change and enhance, and which characteristics of
learning actions are enabled?

Data was produced by interviews and from research lessons with students
in lower grades in a multilingual Swedish school. The research lessons were
focused on learning activity as suggested by Davydov (1990, 2008/1986),
aimed at developing theoretical thinking — here algebraic thinking. They were
staged in two research projects conducted as networks of learning studies. In
these learning studies, the group of teachers iteratively designed and revised
learning activities whereby the students could identify mathematical
knowledge and collectively solve mathematical problems.

The findings in the articles signal that learning models were developed as
rudimentary, preliminary, prototypical and finally symbolic. Rudimentary
models were grounded in algebraic thinking when the students analysed
problem situations and identified the problem. Preliminary and prototypical
models were developed by initiating and formalising actions understood as
algebraic thinking. Different tools were initiated by the students and the
teachers. These tools were formalised by the students. The students used
algebraic symbols and line-segments to think together when comparing
different quantities (Article 2). They carried out operations using unknown
quantities when reflecting on additive and multiplicative relationships (Article
3). The students also used algebraic symbols to reflect on subtraction as non-
commutative (Article 3). The different tools they used interacted on different
levels of generalisation (Article 1). Algebraic thinking grounded the students
reflections but interacted with, for example, fractional thinking in their
arguments during the development of their learning models (Article 4). The



different ways of thinking interacted in arguments when developing the
rudimentary, the preliminary and the prototypical models. However, in the
conclusion of their collective reasoning and in the development of the
symbolic learning models, these different ways of thinking were intertwined
in the same arguments (Article 4).

As a conclusion, the four articles signal that learning models including
algebraic symbols developed in a learning activity can be used by newly-
arrived immigrant students to reflect on structures of numbers.

Keywords: mathematics education, learning activity, learning models,
multilingual students, algebraic thinking, theoretical thinking



Forord

Ett arbete som pagatt under en méangd av ar har precis sammanstéllts och
diskuterats i foreliggande avhandling. Jag skriver inte att arbetet i och med
fardigstallandet av avhandling har eller kommer att avslutats. Det enda som
avslutas dr min tid som doktorand. Arbetet som sammanstallts och diskuterats
kommer att fortsatta, i vilken skepnad och pa vilket satt ar svart att sdga men
jag hoppas och tror att det fortsatter.

Min tid som doktorand har varat i ungefar sju ar. Studierna har bedrivits pa
deltid. Den del av arbetstiden som inte varit doktorandstudier har dgnats &t att
i undervisningsproduktion bade hos en skolhuvudman och ett ldroséte
anvanda de resultat som forskningsarbetet i doktorandtjansten genererat. Tack
Borlange kommun och Hogskolan Dalarna for mojligheten att fa arbeta pa det
viset. Det finns ett antal personer som jag vill tacka som pa olika satt varit
involverade i arbetet. Ett sérskilt tack sénds till bland andra Bengt Eriksson,
Kent Karlsson, Ulrika Forssell, Katarina Gessner, Stefan Fredriksson, Maria
Sundberg och Mattias Gradén. Er organisation dar undervisning och forskning
om undervisningsutveckling ar varandras forutsattningar utgjorde bade
grunden och myllan for mitt arbete. For att iscensatta detta arbete sdnds det
hér tacket dven till alla anonyma l&rare och elever som troget, engagerat och
professionellt hjalpt till att prova, revidera och ater préva uppgifter och
undervisningsupplagg. Ni har varit sa fantastiskt duktiga.

Doktorandstudierna har for alltid forandrat mitt satt att tdnka och att
forsoka forsta varlden. Alla ni som funnits med pa resan i den férandringen —
tack for alla diskussioner, textskrivningar, textrevideringar, textlasningar,
examineringar och talmodigt st6ttande.

Ett sarskilt stort tack ger jag mina handledare. Ert arbete och engagemang
ar inte mojligt att i ord vardera. Det har varit dkta engagemang, ert arbete har
varit professionellt och helt avgérande for mitt arbete. Lovisa Sumpter,
huvudhandledare i arbetet med artiklarna och kappatexten till avhandlingen,
ett stort tack for allt du tillfort, ifragasatt och diskuterat. Torbjorn Tambour
huvudhandledare i licentiatuppsatsen, tack for alla diskussioner och
dgondppnare till en annan vérld av matematik an traditionell skolmatematik.
Inger Eriksson, bitradande handledare bade i arbetet med licentiatuppsats och
i arbetet med artiklar och kappatext till doktoruppsats, tack for allt
engagemang, stod, textldsande, seminarier och skarpsinnigt tankearbete under
alla dessa ar av avhandlingsarbete. Ni &r alla stora forebilder for larare med
intresse att stalla de svaraste av fragor till undervisning — vad ar det man kan



nar man kan och hur behdver undervisning utformas for att man ska utveckla
ett sadant kunnande.

Stort tack &dven till alla deltagare i de seminariegrupper dér vi diskuterat
verksamhetsteori, larandeverksamhet och Davydovs texter. Tack for arbetet i
det lilla seminariet dar Charlotta, Henning, Marie, Jenny, Jane och jag under
ledning av Inger Eriksson och Viveca Lindberg brottats med egna
textproduktioner. Tack for arbetet i det storre seminariet dar Marie Bjork och
Inger Eriksson med stor omsorg forberett och lett textlasning dar larare och
forskare med ett sarskilt intresse for larandeverksamhet fatt mojlighet att
diskutera. Tack for allt klokt ni séger och tack for alla texter. Tack Anna-Mia
for alla klokheter du fangat i dessa seminarier. Tack &ven till ledningen och
deltagare i Swilscar, den svenska organisationen for verksamhetsteori som
ramverk for forskning och undervisning. Hoppas vi snart traffas igen for att
forbereda texter och arbeten for bade internationella och nationella
sammanhang. Ett extra stort tack till Diana Berthén som med stor skarphet Iast
det slutliga avhandlingsmanuset och gett kloka kommentarer.

Ett stort och 6dmjukt tack ger jag till det internationella natverk som arbetar
med Davydovs program dér Linda Venenciano, Elena Polotskaia och Maria
Mellone tar initiativ till och driver gemensamma projekt. Ett lika stort tack ger
jag aven till forskare och larare pa Skola 91 och pa Moscow State University
of Psychology and Education i Moskva for alla intressanta samtal om
undervisning och larande.

Nésta stora tack riktar jag till seminariegruppen Mathematical Reasoning
and Conceptual Understandings (MaRCU) pa MND under ledning av Kerstin
Pettersson, Lovisa Sumpter och Kerstin Larsson. Tack for alla intressanta
diskussioner. Tack Karin for alla extra seminarier och textsamtal som MaRCU
gav anledning till. Alla kollegor pA MND, tack for alla ar av vetenskapliga och
privata samtal. Det har alltid funnits nagon pa plats med intresse att lyssna pa
en doktorands alla fragor och funderingar.

Tack till kollegor pa avdelningen for matematikamnets didaktik och
avdelningen for pedagogiskt arbete pa Hogskolan Dalarna. Tillsammans gor
vi och kommer vi att fortsdtta gora skillnad for blivande larare och deras
blivande elever.

Véanner och familj dér jag bland andra sarskilt vill uppmérksamma min
hogst dlskade man Lars, och de lika mycket dlskade sonerna Anton och Arvid
och deras familjer, samt min dlskade mamma, pappa och svarmor. Tack for
allt stéd och all den tid ni hjalpt mig att hitta i vardagen for mitt arbete. Syster
Karin med familj, bara de slapper reserestriktionerna kommer vi med tag éver
Oresund igen for djupa samtal om livet och trevligt umgénge. Tack alla vanner
i min narhet, tack for att ni finns och tack for att jag far alska er dver allt annat
pa jorden.

Brostugan 15:e februari 2021
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Prolog

”Far vi tdnka sd dir som vi gor pé fredagarna dven nu nér vi riknar sjilva?”

Den har fragan stalldes av en elev pa en mangkulturell kommunal grundskola
i Sverige under en matematiklektion da klassen arbetade med
fardighetstraning i subtraktion. Den har klassen, och tio andra klasser pa
samma skola, deltog under en lektion i veckan forlagd till fredagar i ett trearigt
undervisningsutvecklande forskningsprojekt. Nar larare svarade ja pa elevens
fraga blev det arbetsblad eleven arbetade med fullt med olika langa streck,
ringar runt vissa streck och bokstaver placerade bredvid vissa av strecken.
Eleven och dennes bankkamrat bérjade peka pa strecken och gestikulera med
handerna. De tva eleverna var nyanlanda till Sverige, och de pratade inte
samma sprak. Elevens fraga och agerande har véckt tankar géllande vad
lektionerna i forskningsprojektet kan ha haft for paverkan pa elevernas arbete.
Specifikt vacks tankar om elevernas mdjligheter att samtala och diskutera
matematik trots att de inte har ett gemensamt sprak for kommunikation.

Jag vill satta elevens fraga och anledningen till det treariga
undervisningsutvecklande forskningsprojektet i ett sammanhang. En
kronologisk tidsresa for projektet bdrjade med min magisteruppsats i
utbildningen till specialpedagog (Eriksson, 2011). Magisteruppsatsen
fokuserade ett arbete om tal i brakform som sedan fordjupades i min
licentiatuppsats (Eriksson, 2015). Arbetet i licentiatuppsatsen byggde pa en
learning study dar forskningslektionerna designades enligt det
larandeteoretiska ramverket som pa svenska fatt namnet larandeverksamhet
(. Eriksson, 2017). Det hér learning study projektet bendmns
forskningsprojekt 1 i foreliggande avhandling. De resultat som framkom i
forskningsprojekt 1 lade grunden till ett intresse att fortsatta utforska
larandeverksamhet i en svensk undervisningskontext. Forskningsprojekt 1
utgjorde pa sa vis grund for det redan namnda tredriga undervisnings-
utvecklande forskningsprojekt som benamns forskningsprojekt 2 i
avhandlingen.

I forskningsprojekt 1 designades undervisning med malet att eleverna
skulle fa majlighet att utforska strukturer i rationella tal och da specifikt tal i
brakform med inspiration av Davydov och Tsvetkovich (1991). Den lektion
som iterativt utvecklades i learning study cyklerna i forskningsprojekt 1 (se
H. Eriksson, 2015, 2017; Eriksson & Eriksson, 2016) hade en central
betydelse &ven for planering och genomforande av forskningsprojekt 2. En



kort sammanfattning av den sista och femte lektionen i forskningsprojekt
presenteras darfor i det foljande.

Uppgiften eleverna arbetade med handlade om att jamfora olika kvantiteter,
i det hér fallet langder, dar jamforelserna inte kunde representeras med enbart
hela tal. Uppgiften iscensattes med hjalp av Cuisenairestavar.! Eleverna
arbetade inlednings i par eller enskilt med att modulera sjélva uppgiften. De
skulle da konstruera egna jamforelser av olika langa stavar. Samtliga elever
hamnade i situationer dar langder inte gick att jamféra med endast hela stavar
(figur 1a). Losningar dar eleverna foreslog att flera olika langa stavar kunde
adderas till samma langd som den stav de skulle mata (figur 1b) godkandes
inte av lararen. Den utmaningen besvarade eleverna med; ”Det hér gér ju inte.
Vi maste lara oss ndgot mer.” (Eriksson, 2015, s. 59), vilket utgjorde ingangen
till ett gemensamt arbete i helklass.

Figur 1

1a Exempel pa de inledande jamforelserna; 1b Elevernas forslag till 16sning;
1c Det utvecklade modellarbetet

la 1b 1c

Eleverna och lararen modulerade problemet tillsammans och utifran den
modell de gemensamt utvecklade (figur 1c) formulerade eleverna det problem
de sedan forsokte 16sa tillsammans; ”Det gar ju liksom lite till” (Eriksson,
2015, s. 53). Modellerna eleverna och lararen arbetade med utgjordes férutom
av Cuisenairestavar, aven av linjemodeller, utsagor innehallande algebraiska
symboler, gester och verbalt sprak (H. Eriksson, 2015, 2017; Eriksson &
Eriksson, 2016). | lektionen utvecklades en modell med algebraiska symboler
for tal i brakform. Modellen utvecklades i flera steg. Inledningsvis
representerades elevernas idé som modellen Svart = h + “en liten bit till”, dar
h representerade de hela métenheterna och en liten bit till representerade
problemet med jamforelsen; att den inte gick att genomféra med enbart hela
maétenheter. En senare version av samma modell var Svart = h réd + (d/v) rod
dar d ar taljaren i den brakdel som ska adderas till de hela matenheterna och v
ar namnaren. Modellen prévades genom flera jamforelser foreslagna av bade
lararen och eleverna.

Den beskrivna lektionen som iterativt reviderats i en learning study cykel
om fem lektioner i forskningsprojekt 1 hade som namnts stor paverkan pa det
fortsatta arbetet i genomforandet av fler forskningslektioner med larande-

! Cuisenairestavar ar stavar i olika langder dar en och samma langd har en och samma farg.
Stavarna kan anvéndas for att visa relationer mellan olika kvantiteter.



verksamhet som ramverk. De resultat som vi erfor i det forsta
forskningsprojektet som vi ville fortsétta att utforska handlade bland annat om
att eleverna sjalva fragade efter att fa lara sig mer matematik. Det handlade
aven om upplevelsen av att de modeller som eleverna utvecklade och arbetade
med gjorde det majligt for dem att diskutera svara delar av matematiken, i
forskningsprojekt 1 handlade det om tal i brakform. Vi blev nyfikna pa om
elever kunde vara aktiva pa samma satt aven gallande andra matematiska
innehall. Har utgor det senare scenariot med eleverna i inledningen till
prologen ett ytterligare exempel géllande subtraktion. De dilemman som vi
upplevt i forskningsprojekt 1 som vi garna ville fortsétta att arbeta med i
larargruppen handlade bland annat om att lararna garna svarade pa sina egna
fragor och bekriiftade eleverna med “Bra” istillet for att utmana vidare i nya
fragestallningar (H. Eriksson, 2015, 2017; se &ven Eriksson & Eriksson,
2016). Eleverna uttryckte samtidigt att de tyckte det var konstigt att de inte
fick alla svar direkt fran lararen. Vidare var det svart for eleverna att reflektera
Over andra kamraters forslag till 16sningar och modell nér dessa var korrekta
och riktiga. Det var lattare for eleverna att justera en annan elevs felaktiga
svar. Anledningen till att arbetet fick fortsatta kan summeras med att det
handlade om elevernas mojligheter att vara aktiva i ett arbete i matematik trots
svarigheter att forsta det svenska undervisningsspraket. Dessa dilemman och
dessa mojligheter diskuteras och problematiseras i féljande avhandling.



Introduktion

Det har arbetet har som redan namnts tagit sin utgangspunkt i tva
undervisningsutvecklande forskningsprojekt som genomforts pa en
mangkulturell kommunal grundskola i Sverige. De strukturerade
interventioner som paborjades i Forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015;
sammanfattat i prologen) utdkades till att omfatta fler elever och fler larare i
ett projekt som fortséattningsvis benamns Forskningsprojekt 2. De bada
projekten syftade till att utveckla undervisning som ger elever som vanligtvis
har svart att delta i gemensamma matematiska diskussioner méjligheter att bli
engagerade i att argumentera och reflektera i kollektiva matematiska
resonemang. Bada forskningsprojekten utgor data till foreliggande
avhandlingsarbete.

Avhandlingsarbetet bygger pa fyra empiriska studier presenterade i fyra
artiklar och kan darfor ses som problemdrivet utifran utmaningar att i
undervisning ge unga och flersprakiga elever mojlighet till agentskap i
kollektiva matematiska resonemang som fokuserar specifikt matematiskt
innehall. Undervisningen som utvecklas och utforskas grundas i
larandeverksamhet som teoretiska antaganden for undervisning och larande.

Majligheter till kollektiva resonemang

| det foljande ges en inramning till det forskningsproblem och det
Overgripande syfte som ledsagat avhandlingsarbetet. Inledningsvis
problematiseras forutsattningar for en matematikundervisning som sétter
kollektivt arbete i centrum for utvecklingen av formagor att resonera och
argumentera i och med matematik. Dadrefter problematiseras
matematikundervisning for elever 6-12 ar rérande mojligheter att utveckla
kollektiva resonemang som fokuserar generella strukturer inom matematik;
specifikt aritmetiska strukturer dar relationer mellan kvantiteter utgér ett
exempel. Kapitlet avslutas med en disposition av hela arbetet.

Undervisning som syftar till att utveckla formagor att kommunicera,
resonera och argumentera dar ett specifikt undervisningsinnehall fokuseras i
gemensamma helklassdiskussioner ses ofta som utmaningar i matematik-
undervisning (Planas & Valero, 2016; Radford & Barwell, 2016,
Skolforskningsinstitutet, 2017). Undervisningen tenderar istéllet att handla
om elevers enskilda arbete med innehall som kan tyckas enklare att organisera,



beddéma och utvérdera (Lerman, 2006). Samtidigt visar forskning inom det
matematikdidaktiska féltet att redan de yngsta barnen i fri lek (Sumpter &
Hedefalk, 2015; Sumpter, 2016) och i rollek (van Oers, 2018) kan fora
kollektiva matematiska resonemang. Forskning om hur resonemangs- och
argumentationsformagor kan utvecklas i undervisning genom kollektiva
diskussioner dar ett specifikt kunskapsinnehall satts i centrum har darfor rént
stor uppmarksamhet de senaste decennierna (Lerman, 2006; Planas & Valero,
2016). Forskningsintresset inom det matematikdidaktiska féaltet har Okat
géllande hur en matematikundervisning kan designas som dar kollektiv och
samtidigt tar hansyn till hur enskilda elever kan arbeta med innehallsliga
aspekter av ett kunnande (Fleer & van Oers, 2018; Moxhay, 2008).

Pa grund av en forandrad samhallsstruktur (Bunar, 2015) har behovet
ocksa okat av en undervisning som fokuserar formagorna att kommunicera,
resonera och argumentera i elevgrupper som &r bade kulturellt och sprakligt
heterogent sammansatta (Leonard m.fl., 2010; Radford & Barwell, 2016).
Studier i sadana elevgrupper indikerar att det saknas bade gemensamt
undervisningssprak och matematiska erfarenheter att bygga undervisning pa
(Adler, 2001; 2019; Barwell m.fl., 2016; Norén, 2015). Elevgrupper som
saknar sadana gemensamma erfarenheter bedoms ha begransade majligheter
att utveckla gemensamma samtal om de enbart ar hanvisade till verbalt sprak
och vad som kan tyckas vara gemensamma vardagliga erfarenheter (Adler,
2019; Leonard m.fl., 2010). Adler (2019) argumenterar for att det behévs
andra medierande redskap for att dessa elever ska kunna kommunicera trots
sprakliga barriarer. De nyanlanda elevernas mojligheter att utveckla formagor
i matematik kan saledes bedémas vara beroende av att kunskapsinnehallet
medieras med fler redskap &n enbart sprakliga. Studier visar att den
transparens av innehallet som kan vara nodvandig i flersprakiga miljoer ofta
saknas och att forskning om hur en sadan transparens ska manifesteras ar
begrénsad (Adler, 2001; 2019; Barwell m.fl., 2016; Moxhay, 2008; Norén,
2015). Forskare diskuterar aven fragor som ror hur olika sprak i ett och samma
klassrum kan ses som resurs bland annat genom sa kallad kodvéxling dar
elever och larare kan vaxla mellan olika sprak for att klargora specifika
innehall (Norén 2015; Norén & Andersson, 2016). Kodvéxling kraver dock
att en och samma person kan flera sprak pa en sadan niva att spraken
innehallsligt kan komplettera varandra. Det kraver att bada spraken &r relativt
valutvecklade (Bunar, 2015). Foljaktligen ar manga nyanlanda elever
utelamnade till att diskutera matematiskt innehall med ord som de inte kan
vare sig pa modersmalet eller undervisningsspraket. Matematiska samtal gors
da majliga genom arbete med andra typer av redskap an verbalt sprak. Unga
och ibland dven nyanldnda elevers mojligheter att utveckla matematiska
formagor som att kommunicera, resonera och argumentera dar matematiska
begrepp ingar ar darfor beroende av mojligheter att agera med stod av redskap
andra an bara verbalt sprakliga (Radford & Barwell, 2016).



Végen till forskningsproblemet och Gvergripande syfte

For att elever ska fa mojlighet att utveckla kunnande om generella strukturer
i matematik, det vill sdga utveckla teoretiska och vetenskapliga matematiska
begrepp kan olika normer eller traditioner beskrivas for undervisning
(Kilhamn & Salj6, 2019; van Oers, 2001). Van Oers (2001) beskriver
hérvidlag traditioner i matematikundervisning som aritmetisk dar elever
arbetar med numeriska exempel och algebraisk dar elever arbetar med
generella strukturer och relationer mellan matematiska begrepp. Kortfattat
fokuserar alltsd en aritmetisk undervisning pa enskilda begrepp och
matematiska operationer utifran numeriska varden, medan en algebraisk
undervisning fokuserar arbete med strukturer, generella vérden och relationer
mellan begrepp och kvantiteter (se &ven Carraher m.fl., 2006; Kaput m.fl.,
2008; Kieran, 2004, 2018; Krutetskii, 1976). Kilhamn och Séljo (2019)
beskriver hur larare kan uppleva att skilda normer behdver utvecklas for
undervisning gallande generella strukturer inom matematik. De argumenterar
for att det behovs olika normer fér undervisning med grund i ett algebraiskt
tankande jamfort undervisning med grund i ett aritmetiskt innehall med fokus
pa numeriska exempel.

En uppdelning av ett matematiskt innehall dar de yngsta eleverna forst
erbjuds att utveckla fardigheter i relation till aritmetik for att senare i
skolsystemet utveckla fardigheter i relation till algebra har visat sig
problematisk (Cai & Knuth, 2011; Chimoni m.fl., 2018; Davydov, 1990,
2008/1986; Kieran, 2007, 2018; Lins, 1992; van Oers, 2001). Problematiken
handlar bland annat om att utveckla en forstaelse av strukturer inom aritmetik
som gar att vidareutveckla inom nya talomraden och i relation till nya
matematiska begrepp (Kieran, 2018; Schmittau, 2003). Exempelvis kan elever
uppfatta rationella tal som nagot helt fristaende och utan koppling till naturliga
och hela tal (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Den aritmetiska undervisningen
kan innebdra att aspekter av aritmetisk karaktdr automatiseras genom
numeriska exempel. | denna automatiseringsprocess forvantas eleverna
upptacka generella strukturer sasom exempelvis relationer och samband
mellan olika kvantiteter (Brizuela m.fl., 2013; Schmittau, 2005; Schifter,
2018). Detta kan utvecklas till hinder for elevernas utveckling som exempelvis
kan visa sig i att elever behdver goéra om generella uttryck till specifika
numeriska exempel for att l16sa ekvationer (Kieran m.fl., 2016; Stacey &
MacGregor, 1999). Den hér typen av hinder kan visa sig i studenters arbeten
sa langt upp i undervisningssystemet som i algebraiska kurser pa universitet
och hogskolor (Stacey & MacGregor, 1999). Matematiska begrepp som
relaterar till varandra sasom exempelvis strukturer inom aritmetiken riskerar
istallet att forstdas som helt separata (Cai m.fl.,, 2005; Davydov, 1990,
2008/1986; van Oers, 2001).

Under senare ar har algebra, exempelvis i Sverige i och med
laroplansreformen 2011 (Skolverket, 2011), skrivits fram som ett matematiskt
innehall fran borjan av elevers skolgang. Kilhamn och Saljé (2019) visar i



kolvattnet av reformen att larare kampar med fragor gallande hur undervisning
med och i algebra kan och boér iscenséttas. Med stod i Yackel och Cobb (1996)
menar Kilhamn och Séljo (2019) att larare har att kdmpa med forandrade
socio-matematiska normer dar innehallets behandling gallande specifika
detaljer behover utvecklas i undervisningen. Larare kampar aven med fragor
som handlar om huruvida eleverna ska arbeta fritt och om de ska arbeta med
enkla tydliga problem eller med komplexa problem. Lérarna kdampar ocksa
med fragor relaterat till om eleverna ska arbeta enskilt eller med stod av
varandra (Kilhamn & Sélj6, 2019).

Med grund i att laroplanen skriver fram algebra som innehall har analyser
genomforts av svenska laromedel som anvands i matematikundervisning i
grundskolan. Analyserna visar att endast ett fatal uppgifter har en algebraisk
karaktar (Brating m.fl., 2019). De uppgifter som férekommer ber6r endast
vissa aspekter av vad som skrivs fram som kunnande inom algebra (Palm
Kaplan, 2019). Palm Kaplan (2019) visar i en analys att anvandandet och
manipulerandet med symboler med fokus pa omvandling av uttryck och
ekvationslosning ar dominerande i svenska laromedel medan aktiviteter som
generaliserad aritmetik och kvantitativa proportionella resonemang ar mer
ovanliga (Palm Kaplan, 2019). Foljaktligen behdvs andra typer av uppgifter
for att gora det mojligt for elever att erfara generella strukturer inom aritmetik.

En undervisningsdesign som sétter algebraiskt tankande i forgrunden
diskuteras inom forskningsféltet early algebra (Brizuela m.fl., 2013; Cai &
Knuth, 2011; Kaput, 2008; Kieran, 2004, 2018; Schmittau, 2003). Inom detta
forskningsfalt argumenterar forskare for att undervisningen bor sétta fokus pa
att eleverna redan i den inledande matematikundervisningen ges mojlighet att
utforska generell aritmetik istallet for att arbeta med manga olika numeriska
exempel. | en antologi med Cai och Knuth (2011) som redaktorer om algebra
i den inledande matematikundervisningen refererar ett flertal forskare till ett
specifikt matematikdidaktiskt program — det sa kallade EI’konin-Davydov
programmet (ED-programmet). Inom samma forskningsfélt beskriver Kaput
(2008) innehallsliga aspekter av algebraiska resonemang och anvander da ED-
programmet som ett exempel pd hur ett arbete med relationer mellan
kvantiteter kan hjalpa elever att utveckla forstaelse for strukturer inom
aritmetik. Kieran (2004, 2018) lyfter fram ED-program som ett exempel pa
vad som influerat l&roplaner for en inledande matematik-undervisning i olika
lander till att introducera algebra redan i grundskolans tidigaste arskurser.

ED-programmet som flera forskare inom early algebra refererar till bygger
pa en teori om larandeverksamhet som sétter utvecklingen av elevers
teoretiska tdnkande i forgrunden (Radford, 2020; Repkin, 2003; Schmittau,
2003, 2004, 2005). For att mojliggora utvecklingen av teoretiskt tankande
kravs att elever deltar i teoretiskt arbete i en undervisning som éppnar upp for
kollektiva reflektioner vilket i sin tur krdver kunnande i att hantera for amnet
specifika redskap (Davydov, 1990, 2008/1986; Repkin, 2003; Zuckerman,
2007). En larandeverksamhet bygger saledes pa ett antagande om att
kunskaper finns inbyggda i specifika redskap och specifika sétt att anvanda



redskapen pa. | matematik skulle redskapen exempelvis kunna utgoras av
algebraiska symboler som kan tas i bruk for att diskutera strukturer inom
aritmetik (Davydov, 1990, 2008/1986). Inom larandeverksamhet foresprakas
en undervisning som forsatter eleverna i situationer dar de gemensamt och
tillsammans med en lérare identifierar ett problem dar ett &mnesteoretiskt
innehall finns inbakat.

ED-programmet, som enligt ovan fokuserar bade innehallsliga aspekter och
undervisningsdesign med syftet att utveckla teoretiskt té&nkande i en
undervisning har enligt Kilpatrick (1992), Popkewitz (1984) och Radford
(2020) ront ett vaxande internationellt intresse inom matematikdidaktisk
forskning. Enligt Popkewitz (1984) och Kilpatrick (1992) handlar de
utmaningar som man tar sig an i detta program om unga elevers méjligheter
att 16sa matematiska problem i kollektiva situationer dar eleverna kollektivt
reflekterar 6ver teoretiskt innehall, vilket man enligt dessa tva forskare inte tar
sig an i samma omfattning i andra matematikdidaktiska program. Radford
(2020) beskriver att mojligheterna i programmet bestar i de undervisnings-
situationer déar elever och larare utvecklar behov av kunnande som fokuserar
teoretiska begrepp (Radford, 2020). Enligt de tre forskarna skulle féljaktligen
undervisning som designas enligt ED-programmet hypotetiskt ha en potential
att svara upp mot det 6kade intresset att utveckla undervisning som fokuserar
elevers mojligheter att arbeta teoretiskt med specifika redskap i kollektiva
situationer. Exempel pa teoretiskt arbete kan vara generella strukturer inom
aritmetik, dar relationer mellan kvantiteter utgor ytterligare en specificering
(Radford, 2014a). Redskap for arbete med sadana generella strukturer kan
vara av algebraisk karaktar (Kaput, 2008; Krutetskii, 1976).

I forskning som syftar till algebraiskt tankande i de tidigare arskurserna
finns ett antal fragor formulerade som forskare argumenterar for att behéver
diskuteras. Eriksson och Jansson (2017) har genomfort en empirisk
klassrumsstudie dar de utforskat ett antal uppgifter (nyckeluppgifter)
designade utifran ED-programmet. De avslutar sitt arbete med fragor riktade
till vilket kunnande som kan utvecklas med andra exempel av sadana
nyckeluppgifter. Veneciano och Heck (2016) efterfragar empiriska studier
gallande vad elever erbjuds att arbeta med nér undervisning designas enligt
ED-programmet. De kan visa att elever i arskurs 5 och 6 pa Hawaii som fick
mojligheter att utveckla algebraiskt tédnkande &ven utvecklade logiskt
tdnkande. Coles och Sinclair (2018) redogor for ED-programmet och skriver
utifran en empirisk klassrumsstudie fram nédvandigheten av fler empiriska
studier for att undersbka hur anvandandet av olika typer av redskap kan
mojliggora ett generellt och symboliskt tankande. Dessutom framhaller Coles
(2021)2 vikten av ytterligare empiriska studier dar ED-programmet utgor
grund for undervisning. Speciellt bér programmet utforskas i undervisning i

2 Alf Coles (2021) har skrivit en diskussion om ett antal artiklar i ett specialnummer om ED-
program publicerade i Educational Studies in Mathematics. Artikel 3 i foreliggande arbete &r
en av artiklarna i detta specialnummer.
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flersprakiga elevgrupper (Coles, 2021). Andra fragor som ocksa behover
diskuteras handlar om hur de yngsta eleverna utvecklar algebraiskt tdnkande
(Blanton & Kaput, 2011; Nunes m.fl., 2009). Fragor handlar ocksa om hur
elever far mojlighet att visa sadant tankande (Carraher m.fl., 2008; de Freitas
& Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017). Yiterligare fragor beror hur ett
algebraiskt tankande foregar eller kan forstds samverka med ett aritmetiskt
tdnkande (Hitt m.fl., 2016; Lee & Hackenberg, 2013; Norton & Hackenberg,
2010; Reeder, 2017).

De dilemman och utmaningar gallande undervisning samt de
fragestallningar som skissats ovan ger argument for ytterligare forskning om
hur en undervisning som tidigt introducerar elever till kollektivt algebraiskt
tankande kan utvecklas. Fragestéllningarna fokuserar dven pa vilket kunnande
elever utvecklar i en sadan undervisning. Enligt ovan saknas ocksa forskning
om hur redskap och modeller i en sadan undervisning kan konstrueras och vad
som kan utgdra indikationer pa ett algebraiskt tankande. Mot denna bakgrund
utgdr det oOvergripande syftet med foreliggande arbete att utveckla och
utforska en undervisning som framjar algebraiskt tankande i Kollektiva
matematiska resonemang for flersprakiga elever 6 till 12 ar gamla.

Disposition av texten

| introduktionen till det har arbetet har tva problemomraden intimt
sammanflatade med varandra ringats in. De tva problemomradena handlar
dels om hur undervisning kan designas for att mojliggéra kollektiva
algebraiska resonemang med fokus pa innehallsliga aspekter, och dels om att
identifiera tecken pa algebraiskt tankande i sadana resonemang. | kapitel tva
om teoretiska ramar presenteras forst larandeverksamhet som ramverk for
design och analys av undervisning. Dérefter presenteras fenomenografi och
matematiska resonemang som komplement till analyser for att identifiera
algebraiska tdnkandet. | kapitel tre presenteras ett specificerat syfte och
overgripande fragestallningar for avhandlingsarbetet. Kapitel fyra omfattar en
litteraturdversikt gallande early algebra, algebraisk undervisning och det
algebraiskt tankande. Dérefter presenteras i kapitel fem metoder och
metodiska dvervaganden. De fyra artiklarna sammanfattas i kapitel sex innan
ett sammanfattande resultat presenteras i kapitel sju. Arbetet avslutas i kapitel
atta med en diskussion om dels arbetet med larandemodellerna dels
identifiering av algebraiskt tdnkande.



Teoretiska ramar

| detta kapitel presenteras de teoretiska ramar som anvénts avhandlingsarbetet.
Hur dessa ramar tagits i bruk i artiklarna beskrivs i det senare metodkapitlet.
Larandeverksamhet, som presenteras forst, har som namnts anvants for
design- och revideringsarbete av de forskningslektioner som utgdr data for
arbetet. Larandeverksamhet har dven fungerat som ramverk for analyserna i
artikel 2 och 3. I artikel 1 har fenomenografi fungerat som ram for att utforska
elevers erfarande av jamforelser av kvantiteter. | artikel 4 har struktur och
begrepp géllande matematiska resonemang utgjort teoretisk ram for att
utforska de kollektiva resonemang som utvecklades i forskningslektionerna.

Larandeverksamhet

Larandeverksamhet har sin grund i Vygotskys kulturhistoriska texter och
verksamhetsteori (Davydov, 2008/1986; Engestrém, 1987).3 Ett av den
kulturhistoriska skolans grundantaganden betonar undervisningens betydelse
for larande och utveckling (Chaiklin, 2019; Stetsenko, 1999, 2019; Stetsenko
& Arievitch, 2002; Veresov, 2004).

The child learns to perform an operation of some kind. At the same time he
masters a structural principle whose sphere of application is wider than that of
the operation in which this principle was mastered. Consequently by taking one
step in learning the child moves two steps in development, i.e. learning and
development are not coincident. (Vygotsky, 1963/1934 s. 26-27)

En av den kulturhistoriska skolans grundidéerna var saledes att undervisning,
ratt utformad, kan ha en avgorande betydelse for barns kognitiva utveckling.
Undervisning forvantas utmana eleverna till att bemastra nagot efter
undervisningen som de inte bemastrat pa egen hand innan (Carpay, ej angivet;
Chaiklin, 2019; Giest & Lompscher, 2003; Repkin, 2003; Vygotsky, 2017).

3 Larandeverksamhet ar framst utvecklad av de ryska forskarna Vasily Vasilovich Davydov
(1930-1998) och Evald Daniil El'konin (1904-1984). Den grundas i arbeten av bland andra;
Aleksei Nikolaevich Leontiev (1904-1979), Piotr Galperin (1902-1988), och Evald II’yenkov
(1924-1979).
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Teoretiskt tinkande

Larandeverksamhet grundas i en idé om elevers mojligheter att bemastra
teoretiskt tdnkande eller det som Vygotsky (1978) talar om som vetenskapligt
tankande. 1dén om att elever behdver utveckla teoretiskt tdnkande kan kopplas
till hur olika begrepp har olika karaktar och darmed behdver synliggoras pa
olika vis (Davydov, 2008/1986). Vygotsky skiljer alltsa mellan vardagliga
empiriska begrepp och teoretiska vetenskapliga begrepp (El’konin, 1999a,
1999b; Davydov, 2008/1986).

Vardagliga begrepp utvecklas spontant i vardagliga handelser. Eleven lar
sig och utvecklar kunnande om dessa begrepp i de sammanhang de anvands
genom att harma, hantera fysiska ting, jamfora och identifiera observerbara
aspekter av olika fenomen. Ett klassiskt exempel ar idén om att utveckla
forstaelse for begreppet cirkel genom att leta efter runda foremal. Det ar
ganska enkelt att visuellt och taktilt urskilja rundhet. Men det ar betydligt
svarare att utveckla forstaelse for de ingaende begreppsliga relationerna som
konstituerar cirkeln, sasom mittpunkt och radie da dessa inte &r tillgangliga
perceptuellt eller genom vardagliga aktiviteter.

Teoretiska begrepp behdver enligt Davydov rekonstrueras i en process av
ascending from the abstract to the concrete” (Davydov, 1990, s. 98). Det vill
sdga teoretiskt tdnkande innebar att det abstrakta forhojs till det konkreta eller
att det abstrakta ligger till grund for forstaelsen av det konkreta (Davydov,
1990, 2008/1986; Gal’perin, 1968, 1992/1978). Ett teoretiskt begrepp
relaterar alltid till andra teoretiska begrepp. For att utforska nagra av de
begreppsliga relationerna for exempelvis begreppet cirkel skulle eleverna
kunna utforska hur exempelvis en fix mittpunkt och radien relaterar till
varandra. Eleverna skulle da kunna fundera pa hur alla elever i en grupp kan
placera sig pa samma avstand fran lararen. Hur skulle de da vara tvungna att
placera sig? Genom samtal och modellarbete skulle eleverna fa majlighet att
utforska avstandet fran lararen (en fix mittpunkten) till varje enskild elev
(radien i cirkel).

Larandeverksamhet specifikt i relation till matematikdmnet inrymmer
principer for design av undervisning for de allra yngsta skoleleverna dér &ven
de kan fa mojlighet att kollektivt reflektera Gver teoretiska matematiska
begrepp (Davydov, 1982, 1990; 2008/1986, Repkin, 2003). For att reflektera
Over exempelvis aritmetiska strukturer &ar algebra sarskilt vardefull genom
dess mojligheter att fokusera det teoretiska och mdjligheten att symbolisera
exempelvis kvantiteter som generella eller obekanta (Davydov, 1982, 1990,
2008/1986). Algebra kan ses som att operera med numeriska abstraktioner;
“understanding the very essence of algebra, which is an operation with
numerical absractions.” (Krutetskii, 1976, s. 253). Det ar alltsa i en ambition
att utveckla teoretiskt tdnkande som ldrandeverksamheter specifikt i
matematik fokuserar pa algebra och dess grundfundament. Se litteratur-
Oversikten i kapitlet om ED-programmet i en algebraisk undervisnings-
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tradition gallande hur algebra kan stotta elevers utveckling av kunnande i
matematik.

Kollektivt reflekterat arbete

I larandeverksamhet finns majlighet att forstd en samverkan mellan tre
sammanlankande nivaer som paverkar mansklig utveckling; motiv,
malriktade handlingar och medierande redskap (Davydov, 2008/1986;
El’konin 1999a, 1999b; Leontiev, 1974, 1978).

For att géra det mojligt for elever att utveckla teoretiskt tdnkande behover
de delta i en undervisning som utvecklar motiv for kollektiva reflektioner
(Davydov, 2008/1986; El’konin, 1999a; Leontiev, 1974, 1978). De kollektiva
reflektionerna syftar till att eleverna utforskar och rekonstruerar teoretiska
begrepp genom malriktade handlingar — &ven bendmnda som
larandehandlingar. For att mojliggéra sadana larandehandlingar behdver
specialutformade medierande redskap tas i bruk i undervisningen som
eleverna gemensamt kan utveckla till det som inom l&randeverksamhet
bendmns som larandemodeller. De tre centrala begreppen som ar kursiverade
ovan satts i relation till undervisning under de tre rubrikerna nedan.

I larandeverksamhet kopplas det kollektiva till att grupper av elever i
samspel med en larare deltar i exempelvis matematiska resonemang.
Resonemangen inkluderar reflektioner dver strukturer i kunskapsobjekt. Det
kollektiva kopplas aven till att resonemangen fokuserar utvecklingen av
gemensamma larandemodeller (Davydov, 2008/1986; Repkin, 2003;
Stetsenko, 1999). | det kollektiva arbetet forvéantas elever vara agenter, det vill
séga erbjudas majlighet att ta initiativ till att bidra med eget kunnande och
driva att reflektera over andras kunnande i problemsituationer dar de sjalva
varit med och formulerat problemen (Moxhay, 2008; Stetsenko, 2019).

Motivdrivna problemsituationer — larandeverksamheter

Motiv att lara utvecklas i och genom undervisning som &r socialt, historiskt
och kulturellt betingad (El’konin, 1999b; Vygotsky, 1963/1934, 1978). En
undervisning som dessutom till sin natur fokuserar pa kollektivt arbete driven
av ett motiv att lara och att l6sa problem kan utvecklas till en
larandeverksamhet (Davydov, 2008/1986; Radford & Roth, 2017; Repkin,
2003). En larandeverksamhet kan utvecklas utifran de situationer lararen
organiserar, de handlingar elever riktar mot innehallsliga aspekter av de
kunnanden de forvantas utveckla, och de redskap som eleverna erbjuds.
Larandeverksamhet uppstar som svar pad motiven att losa gemensamma
problem. Behovet av att Iosa problemet motiverar de handlingar som
utvecklas.

Undervisningen behover saledes innehélla ett problem som eleverna
engageras i som de inte kan I6sa utan att erfara det teoretiska innehall som
asyftas. De behdver med andra ord uppleva ett behov av att 16sa uppgiften.
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Problemen maste vara innehallsrika och ha ett relevant sammanhang, helst
med en kulturhistorisk anknytning. Problemen maste dven erbjuda majligheter
att reflektera 6ver meningsbarande innehall, vilket gors mojligt genom att
utveckla modeller for abstrakta aspekter av innehallet (Repkin, 2003). Arbetet
med problemen ska mojliggora att ett innehall packas upp fran generella
begrepp till mer konkreta begrepp kopplade till nagot eleven kan samtala om
(Repkin, 2003; Zuckerman, 2004, 2007). Den inledande matematik-
undervisningen bor darfor enligt Davydov (2008/1986) utga fran jamforelser
av kvantiteter vilket kulturhistoriskt &r ursprunget till aritmetik (Davydov,
2008/1986). | problemen som handlar om jamfoérelser behdver eleverna bland
annat urskilja behovet av den matematiska och abstrakta egenskapen enhet for
att genomfora jamforelsen (Davydov, 2008/1986). Eleverna behdver beharska
sa mycket i den organiserade undervisningen sa att de precis kan urskilja det
innehall som de med hjalp av lararens stéttande fragor och lésandet av
problemet forvéntas reflektera Over (Schmittau & Morris, 2004). |
litteraturdversikten presenteras mer ingaende hur problemsituationer kan
omsattas i undervisningen och i metodavsnittet presenteras hur vi planerade
for problemsituationer i undervisningen i de bada forskningsprojekten.

Malriktade reflekterande handlingar — larandehandlingar

Handlingar som elever riktar mot ett i undervisningen gemensamt innehall,
det vill séga kunskapsobjekt, bendmns inom larandeverksamhet som
larandehandlingar (Davydov, 2008/1986). Dessa larandehandlingar ar
observerbara och utvecklas i larandeverksamheter enligt Davydov
(2008/1986) i ett specifikt monster. Detta monster ar beskrivet utifran analys
av klassrumsobservationer framst pa Skola nr 91 i Moskva.* Handlingarna
behover enligt Davydov (2008/1986) inte ske i en specifik ordning, men han
listar dem sa har:

1. accepting from the teacher or independently posing the learning task;

2. transformation of the conditions of the task in order to observe the universal
relation of the object of knowledge;

3.modelling of this relation in object-related, graphical or letter form;
4.transformation of the model of the relation in order to study its properties in
"pure form”;

5.construction of a system of particular tasks that are solvable by the general
method,;

6.assessment of the performance of the preceding actions;

7.evaluation of the level of assimilation of the general method that results from
solving the given learning task. (Davydov, 2008/1986, p. 239)

4 Skola nr 91 ar den projektskola dér forskare och larare sedan mitten av 1960-talet gemensamt
arbetat med att utveckla ED-programmet.
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Eleverna bor salunda acceptera och identifiera en uppgift (punkt 1) genom att
transformera en uppgift och skapa en modell av kunskapsobjektet (punkt 2).
Eleverna behdver modellera det kunnande de identifierat genom modellen de
skapat (punkt 3) och modellen kan behdva transformeras och forandras for att
kunnandet ska vara mojligt att utforska (punkt 4). Darefter kan lararen och
eleverna konstruera nya uppgifter som l6ses med samma kunnande (punkt 5)
och vérdera hur val olika modeller fungerade for att 16sa uppgifterna (punkt
6). Slutligen vérderar eleverna hur generell olika versioner av modellen &r
och hur val uppgiften 16stes (punkt 7). Dessa handlingar kan utgdra riktlinjer
for hur en gemensam verksamhet kan utvecklas som kan 6ppna upp for elevers
mojlighet att delta i samtal om och med teoretiska begrepp (Davydov,
2008/1986). Aven om dessa handlingar tar form &r det omdjligt att garantera
att handlingarna alltid leder till att en larandeverksamhet utvecklas (Davydov,
2008/1990; Davydov m.fl., 2003; Repkin, 2003; Zuckerman, 2004, 2012).
Teoretiska begrepp rekonstrueras foljaktligen inte genom att elever enskilt
hanterar fysiska ting utan genom att begreppen bearbetas genom
larandehandlingar som mojliggor kollektiva reflektioner (muntligt eller via
andra kommunikationshandlingar). Hur dessa larandehandlingar kan
operationaliseras i undervisning presenteras i metodkapitlet.

Medierande redskap — larandemodeller

Medieringsbegreppet som epistemologiskt och ontologiskt kan beskriva ett
forhallande mellan ett subjekt och ett objekt, ar ett av Vygotskys betydande
forskningsbidrag. | forhallandet mellan ett subjekt och ett objekt finns enligt
Vygotsky (1963/1934) alltid ett medierande redskaps (Engestrdom, 1987;
Gal’perin, 1968). Ett medierande redskap kan utgdra ett stod for en
tankeutveckling (Arievitch & Haenen, 2005). Redskapen &r oskiljaktigt
sammankopplade med innehallsliga aspekter av ett objekt (Arievitch, 2017).
Olika karaktdrer pa redskap som medierar kan vara fysiska redskap eller
tekniker, symboliska redskap sasom tecken, sprak och grafiska figurer, samt
en mansklig mediator sasom larare, kamrater foraldrar eller annan mer kunnig
person (Kozulin & Kinard, 2008).

En grundidé inom larandeverksamhet &r att speciellt utformade medierande
redskap kollektivt kan utvecklas till larandemodeller (Davydov, 2008/1986;
Arievitch & Haenen, 2005). Larandemodeller bestar saledes av
amnesspecifika redskap av olika karaktar sdsom beskriv ovan. Medierande
redskap inom early algebra kan exempelvis utgtras av algebraiska symboler
som kan tas i bruk for att utveckla forstaelse for strukturer inom aritmetik
(Davydov, 2008/1986; Radford, 2012). Dessa redskap kan synliggéra
teoretiska aspekter ar saledes hogst centrala vid design av en undervisning

5 Det finns saledes en dikotomi mellan att forsta larande som en form av interaktioner mellan
en elev och omgivningen och Vygotsky’s idé om medierat ldrande, eftersom det i det senare
fallet alltid handlar om att larande &r medierat via ndgon form av redskap (Cole & Engestrom,
2010).
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(Kozulin & Kinard, 2008). L&rande kan till och med ses som ett mer
kvalificerat, det vill saga effektivare och mer specificerat, satt att handha dessa
redskap (Arievitch, 2017; Davydov, 2008/1986; Gal’perin 1968, 1992/1978;
Radford, 2015, 2020).

En larandemodell &r en kombination av och en interaktion mellan ett antal
medierande redskap som tas i bruk for att mojliggéra reflektioner om
innehallsliga aspekter av kunnande i kollektiva situationer (Arievitch &
Haenen, 2005; Davydov, 2008/1986; Gal’perin 1968). En ldrandemodell
konstrueras gemensamt av elever och larare i en undervisning sa att teoretiska
aspekter som kan l0sa ett problem blir mojliga for eleverna att reflektera over
(Davydov, 2008/1986; Zuckerman, 2004, 2007). De innehallsliga aspekter av
ett kunnande som utforskas &r alltid inb&dddade i ett eller flera redskap som nar
de fylls av innebdrder och kopplas samman utvecklas till larandemodeller
(Arievitch & Haenen, 2005; Davydov, 2008/1986).

Larandemodeller kan daven inrymma motséttningar mellan eller inom olika
redskap. Dessa motsattningar kan genom att de erfars utgora en drivkraft for
en verksamhet (Davydov, 2008/1986). Motséttningar kan ge energi till
diskussioner, hjélpa elever att identifiera ett problem, utgora en kalla for
nyfikenhet, samt halla riktningen for ett kollektivt reflekterat tdnkande
(Eriksson & Polotskaia, 2017). Motsattningar som exempelvis kan byggas in
i larandemodeller kan forstas som skilda diskurser; dilemman (problem),
konflikter (olika asikter), kritiska konflikter (nar nagot framstar som ovéntat
utifran det en enskild person sedan tidigare kan och forvantar sig), eller double
bind (ndr en situation utvecklats till ett problem som behdver en helt ny
I6sning genom ett kollektivt arbete for att framsta i en ny dager) (Engestrom
& Sannino, 2011). De motsattningar som finns inbyggda i en larandemodell
kan bara urskiljas i arbete och vad motsattningarna kan hjalpa till med beror
av de handlingar motsattningarna oppnar upp for i flédet av handlingar
(Engestrom & Sannino, 2010).

Hur ett designarbete kan ta form for att mojliggora ett arbete med
larandemodeller presenteras i metodkapitlet.

Fenomenografi

Utgangspunkten for en fenomenografisk analys utgors av idén om manniskors
olika satt att erfara ett fenomen (jfr Larsson, 1986; Svensson, 1997) och att
varlden endast kan forstas sa som den erfars (Marton, 1981, 2015; Marton &
Booth, 1997). En fenomenografisk studie &r primart inte inriktad pa en enskild
individ, utan syftet ligger snarare pa ett kollektivs kvalitativt skilda erfarande.
Exempelvis kan kvalitativt skilda uppfattningar av ett fenomen i en grupp av
elever vara av intresse i arbete med att utveckla undervisning (Marton &
Booth, 1997). Fenomenografi utgar fran att individers direkta erfarenheter och
upplevelser lagger grund for erfarandet och uppfattningarna av ett specifikt
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fenomen (Marton & Booth, 1997). De verksamheter vi deltar i paverkar vara
erfaranden samtidigt som erfaranden och erfarenheter paverkar verksamheten.
Detta innebdr att ett ménskligt erfarande forandras, vidgas och férdjupas
beroende av de verksamheter — exempelvis en undervisning — en individ ingar
i (Marton & Booth, 1997).

De direkta erfarenheter och upplevelser som kan observeras betraktas inom
fenomenografi som ett forsta ordningens perspektiv, medan erfaranden och
uppfattningar utgors av ett andra ordningens perspektiv (Marton, 1981, 2015;
Marton & Booth, 1997). Genom att observera direkta handlingar av forsta
ordningens perspektiv, kan en fenomenografisk analys anvandas for att forsta
bakomliggande erfaranden, det vill sdga andra ordningens perspektiv (Marton,
2015). Givet begrdnsningen av att erfara ett fenomen som beroende av den
verksamhet man finns inom kommer manniskor att kvalitativt uppfatta ett
fenomen pa ett begransat antal olika satt (Marton, 1981). Detta gor
fenomenografi intressant som analysredskap for fragor som fokuserar
kvalitativa skillnader av erfaranden gjorda i en begrénsad och framskriven
verksamhet sasom exempelvis en undervisning (Eriksson, 1999). Deltagande
i olika verksamheter kan salunda ge olika erfaranden. En undervisning som
forandras kan darfor vara intressant att utforska i relation till vilka erfaranden
som mojliggors i den forandrade undervisningen.

Kunskapsintresset for en fenomenografisk studie formuleras alltsa alltid i
relation ett specifikt fenomen i syfte att hitta kvalitativt skilda erfaranden av
fenomenet. Intresset utgors alltsa av vad som framstar som meningsskapande
for olika individer i en specifik verksamhet i relation till ett fenomen. Skilda
erfaranden analyseras och beskrivs som olika kategorier som ofta forhaller sig
hierarkiskt till varandra. Dessa kategorier utgor tillsammans ett utfallsrum, det
vill sdga majliga erfaranden av ett specifikt fenomen. Relationer mellan hur
olika individer uppfattar ett fenomen, det vill saga relationer mellan olika
kategorier som kan urskiljas av ett fenomen, pavisar vad som varit mojligt att
urskilja av fenomenet i verksamheten (Marton & Booth, 1997).

Matematiska resonemang

Utgangspunkten for att utforska kollektiva matematiska resonemang utgérs av
ett ramverk uppbyggt av strukturer och begrepp féreslagna av Lithner (2008,
2017) i syfte att analysera samtal som tar form i arbete med matematiska
problem. Ramverket beskriver att resonemang som tar form utgérs av kedjor
av argument vilka binds samman av matematiska egenskaper (Lithner, 2008,
2017). Idén om ett resonemang bygger pa att ett argument alltid &r ett
argument om nagot riktat till nagot specifikt innehall (Krummheuer, 1995,
2007). De begrepp som anvands &r specifikt framtagna for att analysera
karaktaren av och strukturen i resonemangen. Har erbjuds exempelvis
mdojligheter att tolka resonemangen som imitativa eller kreativa. Imitativa
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resonemang utvecklas ofta vid arbete med rutinuppgifter och kreativa
resonemang har visat sig vara mojliga att utveckla i problemlésning som dels
erbjuder nya eller aterupptackta resonemang dels resonemang som &r
matematiskt giltigt (Lithner, 2008).

Matematiska resonemang kan betraktas som individuella déar en elev eller
larare argumenterar med sig sjalv (Jader, 2019), eller som kollaborativa dar
elevgrupper samverkar i problemldsning (Granberg & Olsson, 2015).
Matematiska resonemang kan ocksa forstas som kollektiva dar elevers och
larares argument bygger gemensamma resonemang (Sumpter & Hedefalk,
2015; 2018 se &aven Séafstrom, 2013). | empiriska studier har forskare
identifierat att elever utmanar varandras argument i kollektiva resonemang dar
de rattfardigar eller avstyrker argument och pa sa satt forfinar argumenten
(Mueller, 2009). Det kollektiva forstas som att argument kan framforas av en
individ men tankeprocessen bakom argumentet ar kollektivt (Sumpter, 2016).
Idéer som bygger argument kan alltsa tolkas som kollektiva men kan
tillskrivas enskilda personer.

En struktur for ett matematiskt resonemang som kan utgéra en mojlighet
att analysera elevers arbete med matematik har som redan skrivits foreslagits
av Lithner (2008, 2017). Strukturen for ett matematiskt resonemang beskrivs
som en process i fyra steg. | steg 1 tar en uppgiftssituation form som benamns
(TS). | steg 2 gors ett strategival som benamns (SC), och i steg 3
implementeras strategin (SI). | steg 4 avslutas uppgiftssituationen med att en
slutsats (C).6

De tre sista stegen i ett resonemang strukturerade enligt ovan, det vill sdga
i strategival, strategiimplementering och slutsatsen, har i empiriska studier
visat sig besta av argument med specifika karaktarer (Bergqvist & Lithner,
2012; Hedefalk & Sumpter 2017; Lithner 2008). For att analytiskt méjliggdra
en atskillnad mellan olika argumenten kan olika typer av dem preciseras med
hjalp av vilka fragor de besvarar. Steget dar (SC) gors ar analytiskt kopplade
till forutspaende argument, och svarar implicit pa fragan; varfor kommer en
strategi att 16sa problemet. Steget med (SI) &r kopplad till implementerande
argument som svarar pa fragan; varfor I6ste den har strategi problemet?
(Bergqvist & Lithner, 2012; Lithner, 2008). En tredje karaktar av argument
har identifierats i (C) (Hedefalk and Sumpter 2017; Sumpter and Hedefalk
2018). | dessa analyser identifierades argument med karaktaren av att svara pa
fragan; hur svarar slutsatsen pa frdgan som utg6r uppgiften, eller
deluppgiften? Dessa argument bendmndes som utvarderande argument
(Hedefalk and Sumpter 2017; Sumpter and Hedefalk 2015, 2018). En analys
av olika karaktarer av argument kan darfor forfina begreppen for att analysera
matematiska resonemang for att ytterligare forsta vad som gors mojligt i ett
sadant resonemang (Bergqvist & Lithner, 2012).

6 Forkortningarna harror till de engelska orden tasksituation (TS), strategy choice (SC), strategy
implementation (SI), samt conclusion (C).

17



Det matematiska innehall som binder ihop argument i ett resonemang kan
identifieras. Det innehall som binder argumenten till kedjor kan identifieras
som matematiska egenskaper bestdende av objekt, transformationer och
begrepp (Lithner, 2008). Objekt kan i det hr sammanhangen vara exempelvis
siffror, variabler och funktioner. Transformationer &r vad som gors med dessa
objekt sasom exempelvis addera, subtrahera eller dividera. Ett begrepp
baseras pa en uppsattning objekt och transformationer samt deras egenskaper
—man kan se dem som ett gérande med objekten.
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Syfte och 6vergripande fragestallningar

Syfte

Syftet med foreliggande arbete &r att utveckla och utforska en undervisning
som kan framja algebraiskt tankande for flersprakiga elever, 6 till 12 ar gamla.
Ett underliggande antagande for syftet ar att ett algebraiskt tdnkande kan
utvecklas genom deltagande i larandeverksamhet som préglas av kollektiva
matematiska resonemang géllande relationer mellan kvantiteter av positiva
hela och rationella tal.

Overgripande fragestallningar

Syftet operationaliseras i tva Overgripande fragestallningar som bada
fokuserar pa elevernas och lararnas kollektiva arbete i en larandeverksamhet.

1: Vad i elevers larandehandlingar och erfaranden indikerar tecken pa
algebraiskt tankande?

2: Hur kan larandemodeller manifesteras i en larandeverksamhet, vad
hander med larandemodellerna i deras utveckling, och vilka karaktérer pa
larandehandlingar 6ppnar denna utveckling upp for?

Fraga 1 behandlas i samtliga fyra artiklar och fraga 2 behandlas explicit i
artikel 2 och 3.
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Litteraturdversikt

Mojligheter for elever att utveckla matematiska formagor genom att delta i
kollektiva algebraiska resonemang har som redan sagts stod av forskning inom
framst det matematikdidaktiska forskningsfaltet for early algebra. Forskning
inom detta falt har stor spannvidd bade gallande karaktaren pa den
undervisning som studerats och gallande alder pa deltagare i studierna. Det
vill séga innebdrden i begreppet early och idéer om hur undervisningen bor
organiseras varierar inom féltet. For att klargora detta och ytterligare tva
centrala begrepp i foreliggande arbete organiseras féljande litteraturéversikt
under tre teman: early algebra, algebraiskt tinkande och ED-programmet i en
algebraisk undervisning.

Det forsta temat har for avsikt att klargora vilken typ av undervisning
forskning inom early algebra fokuserar. Detta tema bygger pa en strukturerad
litteratursokning som presenteras i avsnittet om early algebra.

Det andra temat har for avsikt att klargora innebdrder i det tdnkande som
avhandlingen forsoker oka forstaelse om, namligen algebraiskt tankande.”
Detta tema bygger pa en sammanstallning utifran den strukturerade
litteratursokningen i temat early algebra men ar kompletterat med sa kallade
kedjesokningar dar referenslistor i redan hittad litteratur varit till hjélp for att
hitta ytterligare litteratur.

Det tredje temat har for avsikt att presentera en fordjupning av den sista av
de undervisningstyper som identifierats inom early algebra, ndmligen den
undervisning som kan beskrivas som en algebraisk undervisningstradition. |
presentationen utgor larandeverksamhet och ED-programmet ett exempel som
organiseras inom denna typ av undervisningstradition. Det har temat bygger
pa litteratur fran den strukturerade litteratursokningen och litteratur fran
kedjesokningen samt sokningar i specifika journals (t.ex. Educational Studies
in Mathematics och Journal of Russian and East European Psychology).
Temat bygger aven pa forskningslitteratur rekommenderad av kollegor med
likartat forskningsintresse.

7 Algebraiskt tankande och algebraiska resonemang behandlas pé teoretiska grunder som
omsesidigt beroende av varandra dér ett tinkande kan ge spér i resonemang och resonemang
kan visa tecken pa tankande.
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Early algebra

Gemensamt for studier inom forskningsfaltet early algebra &r att fokus ligger
pa generella strukturer, studier av funktioner, relationer och variabler, samt
algebra som symbolarbete (Kaput, 1995; Kieran, 1992). En sokning i den
pedagogiskt inriktade databasen ERIC genomférd i mars 2018 med early
algebra som sokord genererade 206 artiklar. | ERIC inkluderas inte
exempelvis studier fran den matematiska disciplinen eller studier inom
tillampad matematik som handlar om annat an undervisning. Utifran
artiklarnas rubrik, abstrakt och nyckelord kunde dessa artiklar delas upp i tre
grupper dér antalet artiklar fordelar sig enligt foljande: (1) ca 50 artiklar om
algebra i den inledande matematikundervisningen med elever i de tidigare
skolaren som ar ca 6-12 ar gamla, (2) ca 75 artiklar om algebra i undervisning
efter att elever forst utvecklat aritmetiska formagor och dar eleverna ar ca 10-
13 ar gamla, samt (3) ca 75 artiklar om algebra i forberedande undervisning
infOr universitetsstudier i matematik.

Utifran kunskapsintresset i de tva forskningsprojektent behandlar den
fortsatta litteraturdversikten studier kopplade till den forsta gruppen av artiklar
som fokuserar elever 6 till 12 ar gamla. Oversikten behandlar séledes
forskning inom faltet for early algebra géllande elever i primary- eller
elementary school i ett engelskt respektive amerikanskt skolsystem vilket kan
jamforas med svensk forskola, forskoleklass och de forsta aren i svensk
grundskola. Inom denna avgrénsade del av forskningsféltet exemplifieras
nedan sex typer av undervisning i relation till algebra.

Den forsta typen av undervisning benamns en algebraiserad elementér
matematik (Britt & Irwin, 2008; Lins & Kaput, 2004). Den hér typen av
undervisning  fokuserar  generaliseringar och  kommunikation av
generaliseringar. Algebraundervisningen bor enligt resultat fran dessa studier
utga fran och bygga pa det som redan kan ses som algebraiskt i elevers
aritmetiska arbete. Algebraiskt tdnkande utvecklas i den hér undervisningen
genom att synliggdra strukturer inom aritmetiken. Exempelvis kan likheter
som 47+18-18=47 mdgjliggora att elever urskiljer egenskaper hos tal som
innebdr att vad dn som adderas och sedan subtraheras till ett tal gor att det
ursprungliga talet inte férandras (Lins & Kaput, 2004). Med den har typen av
argument kan algebraiskt tdnkande utvecklas ur aritmetiska exempel.
Elevernas resonemang antas kunna utvecklas langre om de efter att ha arbetat
med numeriska exempel erbjuds symboler och modeller som traditionellt
anvands inom algebraundervisning for att mojliggora mer generella argument
(Britt & Irwin, 2008; Kaput, 1995; Lins & Kaput, 2004).

Den andra typen av undervisning bendmns som pre-algebra och beskriver
en undervisning som foregar en mer traditionell algebraundervisning (se t.ex.
Carraher m.fl., 2006; Carraher & Schliemann, 2007; Schliemann m.fl., 2007).

8 Data ar producerad i de bada forskningsprojekten, men foreliggande litteraturstudie ar
sammanstalld i relation till forskningsprojekt 2.
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En pre-algebraisk undervisningen kan forstas som att algebra ska utvecklas
utifrdn aritmetiska forutsattningar, dar aritmetik helst bor forstdas som
numeriska operationer skilt fran algebra som handlar om generaliseringar.
Pre-algebra inneb&r moment i undervisningen som sker efter aritmetiken men
innan algebra, dar elever med hjalp av redskap (1) raknar med féremal for att
gruppera och sortera, (2) benamner tal och antal av féremal, (3) genomfor
jamforelser av kvantiteter och varden, (4) organiserar ordningsféljder, och (5)
beskriver summor, differenser, kvoter, och produkter av kvantiteter och
varden.

Den tredje typen av undervisning bendmns tidig algebraisering (Blanton &
Kaput, 2011; Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Den héar typen av
undervisning bar pa idén att algebraiskt tankande kan ga bortom aritmetiska
formagor sdsom exempelvis berakningar och rabblande av tabellkunskaper
(Cai & Knuth, 2011). Litteratur som kan kopplas till tidig algebraisering
utgors till stora delar av metastudier av andra studier (Cai & Knuth, 2011).
Den undervisning som beskrivs inkluderar elevers mojligheter att analysera
relationer mellan kvantiteter, identifiera strukturer, generalisera, [6sa problem,
modellera, argumentera, bevisa, och forutséga teser (Blanton & Kaput, 2011;
Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Skillnaderna mellan aritmetik och algebra
ar inte helt distinkta i den har typen av undervisning men summeras utifran
vad som ar i fokus for algebra; (1) fokus pa relationer inte enbart numeriska
berakningar, (2) fokus pa operationer och deras inverser, (3) fokus pa att bade
I6sa ett problem och att representera l6sningen, (4) fokus pa symboler i form
av bade siffror och bokstaver, samt (5) fokus pa innebdrden i likhetstecknet
(Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2004). Algebra anvands alltsa for att gora
analyser av aritmetiska aspekter.

Den fjarde typen av undervisning har ingen vedertagen bendmning men
relaterar till ett omrade inom matematikundervisning dar bade aritmetiskt och
algebraiskt tdnkande anvénds av eleverna i de studier som presenteras (Hitt
m.fl., 2016; Pittalis, 2018). En sadan typ av undervisning karakteriseras av
mojligheter till elevhandlingar som relaterar till aritmetik, synliga aritmetiska
processer, dess transformationer till algebra och transformationernas inverser.
For att identifiera och utveckla bade aritmetik och algebra samtidigt ligger
fokus pa undervisning dar samband mellan olika notationer, redskap och
ageranden ar i fokus (Hitt m.fl., 2016). Forskarna férsoker beskriva
berdringspunkter mellan dessa tva matematiska innehall i undervisning
snarare an att beskriva skillnader mellan dem.

Den femte typen av undervisning bendmns begynnande algebraiskt
tdnkande (Radford, 2000, 2014a; Zazkis & Liljedahl, 2002). Forskning
relaterat till en sadan undervisning fokuserar elevers majligheter att gora
generaliseringar och att symbolisera dessa generaliseringar. | en undervisning
syftande till begynnande algebraiskt tankande stélls inga krav pa att eleverna
noterar generaliseringar pa ett enbart korrekt algebraiskt vis. Eleverna kan
exempelvis uttrycka generella samband verbalt, med gester och figurer
(Radford, 2000, 2014a, 2014b). Ett begynnande algebraiskt tdnkande kan
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alltsa tas i bruk for att géra generaliseringar utan att fullt ut anvanda gangse
matematisk nomenklatur. Studier gallande ett begynnande algebraiskt
tankande bygger sina resultat pa hur elever kan ges méjligheter att arbeta
algebraiskt genom att representera I6sningar pa manga olika satt. Algebraiskt
tdnkande kan hdr representeras med stod av exempelvis verbalt, skrivet och
ritat sprak, symboler och modeller, samt gester utgor observerbara data for att
analysera elevernas algebraiska arbete (Roth & Radford, 2011).

Den sjatte och sista typen av undervisning bendmns vanligen algebraisk
undervisning, inom vilken forskare ofta refererar till ED-programmet
(Kozulin & Kinard, 2008; Kozulin, 2003; Mason, 1996; Schmittau, 2003;
Sophian, 2002; van Oers, 2001; Venenciano & Dougherty, 2014). | studier
inom en algebraisk undervisningstradition foresprakas utveckling av
matematiska formagor via kollektivt problemlosande med stod av exempelvis
algebraiska symboler (Kozulin & Kinard, 2008; Kozulin, 2003; Mason, 1996,
2018; Schmittau, 2003; Sophian, 2002; van Oers, 2001; Venenciano &
Dougherty, 2014). | en sadan algebraisk undervisningstradition fokuseras,
som redan framgatt i avsnittet om larandeverksamhet ovan, matematiska
begrepp, relationer mellan begrepp och strukturer inom aritmetiken
(Carpenter m.fl.,, 2003; Radford, 2014a). Mason (1996) beskriver det
algebraiska i en algebraisk undervisning som ett satt att tdnka med stod i
verksamheter och redskap. Det algebraiska sattet att undervisa handlar &ven
om undervisning med de yngsta skolelever (Mason, 1996; Schmittau, 2003,
2005; Venenciano & Dougherty, 2014). Vad galler verksamheter blir fragor
om elevers agentskap, deras mojligheter att initiera och delta i innehallsliga
diskussioner samt mojligheter att reflektera Over innehdllsliga aspekter
viktiga.

Sammanfattningsvis kan early algebra i den inledande matematik-
undervisning grovt forstas som att algebraiskt tankande utvecklas: (1) efter
utveckling av ett aritmetiskt tankande; sasom i algebraiserad elementar
matematik och pre algebra, (2) samtidigt med aritmetiskt tankande; sdsom i
tidig algebraisering, i undervisning som ser early algebra som ett omrade av
aritmetiskt och algebraiskt tdnkande, samt begynnande algebraiskt tdnkande,
respektive (3) som grund for aritmetiskt tankande; sasom i en algebraisk
undervisning. Den undervisning som &r i fokus i foreliggande avhandling &r
som framgatt tidigare grundad i en algebraisk undervisningstradition.

Algebraiskt tdnkande

Den fortsatta litteraturdversikten presenterar forskning rérande algebraiskt
tdnkande som ett specifikt forskningsobjekt inom early algebra. Trots ett 6kat
intresse for algebraiskt tankande under de senaste fyra decennierna bade vad
galler forskning och vad galler undervisning gar det inte med enkelhet att ge
nagon enhetlig definition av detta satt att tanka (Kieran m.fl., 2016; Kieran,
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2018). Det gar dock att pa olika vis teckna en karta dver olika satt att beskriva
algebraiskt tdnkande.

Ett satt att teckna en sadan karta ar genom att folja en historisk kronologi
av publicerade texter gallande undervisning som fokuserar algebraiskt
tdnkande vilket redovisas i exempelvis Kieran med flera (2016), Kilpatrick
och Izsak (2008) samt Radford (2010). En sadan kronologi kan utgoras av en
och samma forskares texter fran olika artal dar de beskriver ett algebraiskt
tankande med en nagot justerad beskrivning utvecklad dver tid (se t.ex. Davis,
1975, 1985, 1995; Kaput, 1995, 2000, 2008; Blanton & Kaput, 2005, 2011;
Kieran, 1990, 2004, 2007, 2018).

Ett annat satt att teckna en karta over algebraiskt tankande utgar fran
jamforelser av matematikundervisning i olika lander. Nagra exempel pa
sadana jamforelser ar undervisning beskriven i (a) Kinas, Syd Koreas och
Singapores laroplaner (Cai m.fl., 2005), (b) en jamforelse av ED-programmet
som representant for rysk undervisning med undervisning i Singapore, Korea
och USA (Kieran, 2004), (c) en beskrivning av ED-programmet i jamforelse
med matematikundervisning i Kina (Mellone m.fl., 2018), samt (d) en
beskrivning av motet med algebra i Finland, Norge, Sverige och USA
(Kilhamn & Siljo, 2019).

Ett tredje satt att teckna denna karta dver algebraiskt tdankande handlar om
innebdrder av detta satt att tinka. Nagra ofta anvanda beskrivningar av sadana
innebdrder finns framskrivna i litteraturdversikter (se t.ex. Cai & Knuth, 2011;
Kaput, 2008; Kieran, 2004, 2018). Gemensamt i samtliga av dessa Oversikter
ar att algebraiskt tankande i de yngre skolaren kan manifesteras utan nagra
algebraiska symboler. Detta tankande kan komma till uttryck bade med och
utan skriftliga symboler i elevers analyser av relationer mellan kvantiteter,
representationer av strukturer, analyser av matematiska forandringar,
generaliseringar, problemldsning, modellerande, bevisforing, provande och
forutsdgelser (Kaput, 2008; Kieran, 2004). Det finns dven beskrivningar av
innebdrder av algebraiskt tankande utifran klassrumsobservationer. Har
beskrivs tdnkande om och arbete med strukturer inom aritmetik eller
reflektioner om oké&nda vérden dven utan anvandande av gangse algebraisk
nomenklatur (Radford, 2014a, 2014b); om och med relationer inom numeriska
och geometriska monster (Carraher m.fl., 2006; Warren m.fl., 2006); eller om
funktionstankande, diskussioner om funktioners inverser, samt operationer
med ok&nda (Driscoll, 1999).

Tre inneboérdsliga aspekter kan identifieras som gemensamma for
beskrivningar av algebraiskt tdnkande — generaliserad aritmetik, formaliserad
aritmetik, samt modellering (Bednarz m.fl., 1996; Herscovics, 1989;
Herscovics & Linchevski, 1994; Kaput, 2008; Kieran m.fl., 2016; se dven
Kieran,1990, 1992, 1995, 2004, 2018; Linchevski & Herscovics, 1996;
Schoenfled, 2008; Sfard & Linchevski, 1994). Dessa aspekter av algebraiskt
tdnkande presenteras narmare nedan, inte enbart fOr att specificera och
definiera detta satt att tanka utan dven for att ge exempel pa hur algebraiskt
tdnkande kan manifesteras och utvecklas i undervisning.

24



Generaliserad aritmetik

Forskning om algebraiskt tdnkande som generaliserad aritmetik handlar om
hur elever ges mojlighet att urskilja generella strukturer inom aritmetik. De
strukturer elever behdver utskilja handlar exempelvis om relationer mellan
olika kvantiteter. Strukturer kan exempelvis besta av additiva strukturer sasom
additiva och subtraktiva relationer mellan kvantiteter (Davydov, 1982), eller
multiplikativa strukturer som inkluderar forhallanden mellan kvantiteter
(Yeong & Dougherty, 2013). Generella strukturer kan ocksa bestd av
strukturer i bassystemet for att specifikt forsta positionssystemet (Slovin &
Dougherty, 2004, se aven Bjork m.fl., 2019).

Enligt avsnittet om early algebra ovan kan sadana relationer utvecklas pa
olika satt. Undervisning kan fokusera numeriska exempel som utformas pa
sadant vis att strukturer framtrader, eller sa kan undervisning fokusera explicit
pa relationerna som diskuteras med stod av algebra (Davydov, 1990; van Oers,
2001). Generaliserad aritmetik kan kopplas till algebraiskt tdnkande, dar
karnan av algebra utgors av numeriska abstraktioner (Bourbaki, 1974,
Krutetskii, 1976).

Diskussioner om generaliserad aritmetik inom den inledande matemati-
kundervisningen tar, till skillnad fran diskussioner inom exempelvis
disciplinen matematik, hansyn faktorer sasom elevernas utveckling (Carraher
m.fl., 2008; Davydov, 1990). Undervisningen har som mal att utveckla ett
generaliserat tankande men de resonemang som unga elever visar tecken pa
bor anda bemotas som ett begynnande algebraiskt tankande (Davydov, 1990;
Radford, 2012; Zazkis & Liljedahl, 2002). Resonemangen bor ses som att vara
pa vag mot generalisering dven om de inte till alla delar uppfyller normer for
algebraisk nomenklatur (Carraher m.fl., 2008; Davydov, 1990; Radford, 2012;
Zazkis & Liljedahl, 2002; Zazkis m.fl., 2008).

I sin kunskapsoversikt om algebraiskt tdnkande beskriver Kaput (2008)
detta sétt att tdnka som systematiskt symboliserad generalisering (Kaput,
2008). Generell symbolisering ar saledes i fokus, men inom den inledande
matematikundervisning dar ett begynnande algebraiskt tdnkande diskuteras
kan man dven ta hansyn till att generalisering kan manifesteras pa olika vis
(Kaput, 2008; se &ven Radford, 2012; Zazkis & Liljedahl, 2002). Radford
(2012, 2018) sarskiljer exempelvis generalisering som: factual (faktisk min
Overséttning) — dar barnens egna vardagliga beskrivningar tas i bruk aven for
att beskriva generella aspekter av aritmetik, contextual (kontextuell min
Overséttning) — dar symboliseringen knyter an till det sammanhang den tas i
bruk i, och symbolic (symbolisk min Oversattning) — dar traditionell
nomenklatur tas i bruk.

Studier om algebraiskt tdnkande beskriver &ven generalisering som olika
kvalitativa nivaer (Krutetskii, 1976). Krutetskii (1976) beskriver en forsta niva
dar elever endast opererar med faktiska exempel dar de egentligen inte kan
generalisera, en andra niva dar elever kan gora generella abstraktioner men
gor detta utan formell korrekthet, en tredje niva dar elever kan generalisera
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enligt tidigare inlarda monster eller med hjalp och stéd och en fjarde niva dar
elever spontant och enligt formell matematisk nomenklatur kan gora
generaliseringar.

Formaliserad aritmetik

Forskning om formaliserad aritmetik i relation till yngre elever inkluderar
bland annat forskning om funktionstdnkande, proportionellt tdnkande,
monstertdnkande och variabeltdnkande (Kieran m.fl., 2016). | dessa studier
inkluderas &ven det specialfall av funktionstdnkande som utgérs av utsagor
med algebraiska symboler dar elever kan analysera relationer mellan
kvantiteter (Cai & Knuth, 2011; Kaput, 2008; Kieran, 2018; Schifter, 2018).
Andra exempel pa studier géllande formaliserad aritmetik &r empiriska
klassrumsstudier dar analyserna ar gjorda utifran semiotiska och
verksamhetsteoretiska ramverk (Radford, 2014a). Radford (2014a) sarskiljer
olika kvaliteter av symbolisering som kanns igen aven fran kvaliteter av
generalisering, se ovan. Algebraisk symbolisering kan hérvidlag beskrivas
som faktisk, kontextuell, eller symbolisk. Kaput (2008) beskriver utifran sin
kunskapsoversikt som redan namnts tva centrala aspekter av algebraiska
resonemang i en inledande matematikundervisning. Dessa aspekter kan
manifesteras pa tre olika satt: (1) algebra som elevers studier av strukturer
abstraherat fran berakningar av och resonemang om aritmetiska kvantiteter,
(2) algebra som studier av funktioner, algebra som relationer — exempelvis
additiva och multiplikativa relationer, algebra som samband — exempelvis
funktionella och proportionella samband, samt variabler, (3) algebra som
applicerande av ett kluster av modellerande sprak bade inom och utanfor
matematiken (Kaput, 2008). Kaput (2008) ndmner ED-programmet som ett
exempel pa hur algebra kan anvandas for att studera strukturer, for att
formalisera aritmetiska strukturer i resonemang om relationer och for att
modellera matematiska begrepp. Relationer som identifieras med algebraiskt
tdnkande &r exempelvis additiva och multiplikativa strukturer och dessas
inverser (Davydov, 1982; Yeong & Dougherty, 2013).

Algebraisk modellering

I studier inom early algebraforskningen beskrivs modellering som mer &n
enbart noteringar med symboler enligt gangse matematisk nomenklatur
(Kieran, 2018; Zazkis & Liljedahl, 2002; Zazkis m.fl., 2008). Symboler kan
istallet anvandas som representationer av gemensamma inneborder i
kollektiva verksamheter (Davydov, 1990). Kombinationen av en symbol, dess
innebdrd i ett specifikt sammanhang och mdjligheten att kommunicera den
innebdrden ar tatt sammanflatade i varandra (Davydov, 1990). Algebraiska
symboler kan ses som ett sprak for modellarbete (Kaput, 2008). Algebraiskt
tdnkande och dess funktion i ED-programmet ndmns av Kaput (2008) som ett
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exempel pa algebraisk modellering dar hela programmet bygger pa
modellering (se teorikapitlet och metodkapitlet géllande l&randemodeller).

Klassrumsstudier visar att obekanta varden kan modelleras pa systematiska
sétt genom att bendmnas eller symboliseras med bokstavssymboler eller icke-
konfessionella symboler, men ocksa med verbalt sprak, gester eller
kombinationer av dessa (se t.ex. Radford, 2014a). Systematiken bestar da i att
eleverna arbetar med obekanta kvantiteter som om de var k&nda varden och
att dessa varden bestams och symboliseras pa andra satt som inte enbart ar att
prova sig fram (se t.ex. Kilpatrick m.fl., 2001; Radford, 2014a; van Oers,
2001). Symboler for exempelvis obekanta, ok&nda, variabler och parametrar
som anvands inom early algebra kan saledes skilja sig fran algebraiska
symboler inom traditionell algebra dar géngse matematisk nomenklatur ar
vanligare (Kieran, 2018; Kieran m.fl., 2016). Studier visar att algebraiska
idéer kan uttryckas och symboliseras av barn sa unga som 3 till 5 & om man
godké&nner andra sétt att symbolisera (Kilpatrick m.fl., 2001). Barnens
argumentation kan saledes anvéandas i generella resonemang av algebraisk
karaktar (Kaput, 2008). Se metodkapitlet i avsnittet om larandeuppgifter
géllande hur algebraiskt tdnkande kan symboliseras.

ED-programmet i en algebraisk undervisningstradition

Har presenteras en dversikt dver forskning som handlar om arbete med
larandeverksamhet inom en algebraisk undervisningstradition.

En forskningsinriktning inom den algebraiska undervisningstraditionen har
en explicit utgangspunkt i det ryska ED-programmet (Cai & Knuth, 2011;
Carraher m.fl., 2006; Kieran, 2004; Kieran m.fl., 2016; Morris, 2000;
Schmittau 2011; van Oers, 2001; Warren m.fl., 2016; Venenciano & Heck,
2016; Zuckerman, 2004). Programmet tar som tidigare namnts sin teoretiska
grund i larandeverksamhet (Davydov, 1990; 2008/1986). | detta ED-program
arbetar inte eleverna med numeriska exempel forran en bit in pa den andra
terminen under det forsta lasaret. Undervisningen for att utveckla tankande
om generella strukturer utgdr istallet fran algebraiska resonemang (Davydov,
1990; Schmittau, 2003; Vygotsky, 1963/1934).

Nar ED-programmet introducerar numeriska exempel anvands
kontinuerliga kvantiteter istéallet for diskreta kvantiteter och positiva heltal
som manga andra inledande matematikdidaktiska program ofta utgar fran
(Davydov, 2008/1986; Schmittau, 2003, 2011). De allra forsta uppgifterna
innehaller mojligheter for eleverna att analysera olika kvantitativa egenskaper
sasom langd, vikt, form, kurva, area, volym, h6jd och antal. Jamforelserna
gors med hjélp av algebraiska symboler och de for ED-programmet sa typiska
linjemodellerna for att representera jamforelserna nér de arbetar med dessa
olika kvantiteter (se t.ex. figur 7, s. 41). Arbetet med kvantiteter utgar fran
jamforelser och matningar. Eleverna lar sig att urskilja en egenskap,
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exempelvis volym for att sedan kunna anvanda volym for att gora jamforelser
av olika kvantiteter. De Iar sig att urskilja en area for att sedan urskilja olika
kvantiteter av en area. Jamforelserna presenteras som skrivet med icke
numeriska symboler; A = A, A # B, A > B, B < A. Inga numeriska exempel
anvands. De algebraiska symbolerna och linjemodellerna representerar
okéanda kvantiteter.

Thus, while children in the US have pre-algebraic experiences that are
numerical, Russian children studying Davydov’s curriculum have pre-
numerical experiences that are algebraic. (Schmittau & Morris, 2004, s. 61,
kursivering i original)

Eleverna arbetar pre-numeriskt med utsagor dar bokstavssymboler kan
representera okanda kvantiteter. Kvantiteterna i en utsaga kan saledes vara
okéanda, det &r relationer och samband i utsagan som ar det primara bade for
undervisningen och for eleverna att urskilja. Linjemodeller kan stotta eleverna
att fokusera de relationer som anges med bokstavssymboler i en utsaga eller i
ett uttryck (Davydov m.fl., 2012; Schmittau & Morris, 2004, se dven Eriksson
m.fl., 2019). En additiv relation inbegriper att alla par av kvantiteter beskriver
en tredje kvantitet noterad som A+ B = C, darmed dvenC-A=BochC-B
= A (Davydov, 1982). En multiplikativ relation foljer det komplexa
sambandet A * B = C, ddrmed dven C/B = A dér B # 0 (Dougherty m.fl., 2011;
Yeong & Dougherty, 2013).

Idén med att lata eleverna arbeta med relationer mellan kvantiteter
inspirerat av ED-programmet har dven provats utanfor Ryssland. Ett exempel
utgdrs av en matematikundervisning i grupper om tre till fem elever i USA.
Resultaten av den studien signalerade att eleverna utvecklade férmagor i
problemldsning av hogre kvalitet an elever i studiens kontrollgrupper (Morris,
2000). Eleverna som arbetat med uppgifterna i ED-programmet klarade att
I6sa uppgifter som elever i hogre arskurser brukar ha stora svarigheter att losa
(Schmittau & Morris, 2004). Programmet ar ocksa provat i matematik-
undervisning for de yngsta eleverna pa Hawaii i projektet Measure Up
(Dougherty & Slovin, 2004; Venenciano & Heck, 2016). Projektet bygger pa
grundidén om att utveckla algebraiskt tdnkande genom jamforande av
kvantiteter som finns inbyggt i ED-programmet. | Estland finns inslag av en
algebraisk undervisning inskriven i de nationella styrdokumenten for
utbildning av de yngsta skoleleverna (Hemmi m.fl., 2020). I arskurs 1 till 3
ska eleverna i Estland exempelvis representera kvantitativa relationer mellan
kvantiteter i ord med bade algebraiska och numeriska symboler. | Sverige har
studier identifierat kriterier for speciella nyckeluppgifter for att mojliggora en
algebraisk undervisning. Uppgifterna behover inrymma mojligheter till
gemensamt arbete, mojligheter for eleverna att analysera innebdrdsliga
principer, samt mojligheter for dem att reflektera dver det kunnande som
uppgiften d&mnar utveckla (Adolfsson Boman m.fl., 2013: Eriksson m.fl.,
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2019). I en svensk fenomenografisk studie har elevers erfarande av kvantiteter
analyserats som (1) nagot som behdver raknas med tva underkategorier som
ar att ramsrakna och tillskriva ett varde (2) nagot som kan relateras med tva
underkategorier som &r delar och en helhet samt utforska relationer
(Tuominen, 2018).

Med grund i ED-programmet finns aven studier som utgar fran méatning
och jamforelse for att utveckla forstaelse for multiplikation (Izsak &
Beckman, 2019; Simon & Placa, 2012) samt specifikt for elevers arbete med
tal i brakform (Davydov & Tsvetkovich, 1991; Simon m.fl., 2018; se &ven
Eriksson, 2015). Jamforelser av olika kvantiteter har dven utgjort grunden for
lararstudenter att utveckla forstaelse av tal i brakform (Bobos & Sierinska,
2017). | de studierna forvantades studenter och elever utveckla ett teoretiskt
tankande om tal i brakform, dér de fokuserade de additiva och multiplikativa
relationerna i ett tal i brakform. Uppgifterna utgar fran att tre olika enheter
behover urskiljas: en enhet som ska métas, en matenhet och en mindre enhet
att mata matenheten med. Uppgifterna 6ppnade upp for mojligheter for
resonemang om relationer inom tal i brakform. Resonemangen fokuserade
mer pa relationerna inom talen vad resonemang som utgar fran att en helhet
ska delas i delar, vilket vanligtvis brukar vara tartor eller pizza som ska delas
i lika stora delar (Bobos & Sierinska, 2017).

ED-programmet har &ven provats i klassrumsstudier i arskurs 1 i
Ostasiatiska lander dér elever och larare tillsammans har diskuterat algebraiska
I6sningar pa problem (Lee, 2006). En av uppgifterna var att notera a + 1 pa
en tallinje. Studien visar att det inte bara ar de mest hogpresterande eleverna
som har nytta av algebra utan dven elever som annars presterar laga resultat i
matematik kunde anvanda tallinjen pa ett mer relevant satt (Lee, 2006). | dessa
lander erbjuds eleverna aven blockmodeller som stdd for tanken i matematiska
problemldsningar (Kaur, 2019). Fran Canada redovisas ett projekt som
fokuserar relationer mellan olika matematiska begrepp (Polotskaia, 2017;
Polotskaia & Savard, 2018; Polotskaia, Savard, & Freiman, 2016).
Programmet anvands &ven inom l&rarutbildning och i lararfortbildning i
Canada och Italien (Bobos & Sierinska, 2017; Mellone m.fl., 2018; Mellone
& Tortora, 2017). Mellone med flera (2018) anvander exempelvis
programmet for att tillsammans med lararstudenter och verksamma larare
synliggora den traditionella italienska undervisningen.

For att utveckla en algebraisk undervisningstradition arbetar forskare dven
med fragor gallande hur alla elever kan erbjudas agentskap i arbete med
teoretiska begrepp (Moxhay, 2008; Radford, 2020; Stetsenko, 2019), hur
elevers utforskande och meningsskapande av generella och teoretiska begrepp
kan forega arbete med konkreta exempel av begreppen (Davydov, 1990), samt
hur elever kan erbjudas mojligheter att utveckla kunnande om teoretiska
begrepp genom att arbeta med redskap utvecklade av tidigare generationer for
framtidens kommande behov (Zuckerman m.fl., 1998).
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Metoder och metodiska 6vervaganden

Forskningsprojekten som ligger till grund for data i foreliggande arbete
genomfordes i syfte att utveckla och utforska en undervisning som kan framja
algebraiskt tankande for flersprakiga elever 6 till 12 ar gamla. Ett
grundantagande var att ett algebraiskt tdnkande kan utvecklas genom
deltagande i larandeverksamhet som praglas av kollektiva matematiska
resonemang géllande relationer mellan kvantiteter av positiva hela och
rationella tal. De forskningsfragor som utvecklades utgick fran larargruppens
behov av att satta ord pa elevernas arbete och elevernas erfarande av arbetet i
en larandeverksamhet dér algebra sattes i fokus (artikel 1). 1 det
forskningsarbete som bedrevs utvecklades &ven ett behov av att se och forsta
vilket algebraiskt tdankande som mdojliggjordes i lektionerna (artikel 2 och 3).
Den sista artikelns fragestéllningar grundades i tidigare forskning om elevers
forstaelse av algebra respektive forstaelse av tal i brakform och hur dessa
forstaelser kan paverka undervisning (artikel 4).

| detta metodkapitel presenteras de ansatser for undervisningsutvecklande
forskning som legat till grund for dataproduktion. Den data som producerades
och det designarbete som genomfordes knutet till undervisningen i de bada
forskningsprojekten presenteras darefter foljt av en presentation av
analysarbetet i de ingaende artiklarna. Metodiska och etiska Gvervaganden
diskuteras och avslutningsvis presenteras en sammanstélining éver metodiska
detaljer i studierna i tabell 4 pa sidan 62 (tabellen kan vara behjalplig for att
orientera sig i metodkapitlet).

Undervisningsutvecklande forskning

I undervisningsforskning och forskning om undervisningsutveckling har det
lange varit vanligt att larare utgjort sjalva forskningsobjektet (Carlgren, 2012;
Skolforskningsinsitutet, 2019; SOU 2016:38; SOU 2018:19; Wells &
Claxton, 2002). Forskningsfragor har sallan fokuserat aspekter direkt knutna
till sjalva undervisningen och hur den skulle kunna utvecklas parallellt med
att den forandringar utforskas strukturerat. Inom forskningsfaltet early algebra
finns en specifik forskningstradition framst utvecklad i Ryssland dér
undervisning stts i fokus i forskningsfragor om hur ett algebraiskt tankande
kan stOtta unga elever att utveckla teoretiskt tdnkande i relation till matematik
(Kilpatrik, 1993; Zuckerman, 2012). | mer traditionell vasterlandsk forskning
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om algebraiskt tankande relaterar forskningsobjekten mer till att forsta
tdnkande i sig, hur det skulle kunna identifieras (Radford, 2014a) och hur
elever kan tillatas visa detta tankande (Carraher m.fl., 2008; de Freitas &
Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017), &n att studera forutsattningar for hur
ett sadant tankande kan iscensattas i undervisning for att stotta generellt
tdnkande (Davydov, 2008/1986; Radford, 2014b; Zuckerman, 2004).

I en undervisningsutvecklande forskning har forskare och larare ett
gemensamt intresse av att utveckla specifika kunskaper av direkt relevans for
undervisningen (Bulterman-Bos, 2008; Cai m.fl., 2017; Carlgren, 2012, 2017;
Chaiklin, 1993; Cobb & McClain, 2002). Inom early algebra beskrivs behov
av ytterligare empiriska forskningsbidrag som exempel pa hur elever kan
utveckla algebraiskt tdnkande specifikt genom undervisning, kriterier for
sadan undervisning samt hur detta algebraiska tankande kan urskiljas,
observeras och analyseras (Carraher m.fl., 2008; de Freitas & Sinclair, 2012;
Radford & Roth, 2017). Kilhamn och Saljo (2019) presenterar en dversikt av
klassrumsobservationer géllande algebraundervisning i ett antal lander. De
avslutar med slutsatsen att en férandrad matematikundervisning som &ven
sétter algebra i forgrunden for de yngsta eleverna kraver samarbeten mellan
forskar och larare i empiriska klassrumsstudier for att i grunden forandra bade
uppgifter och resonemang i klassrummet.

Inom en undervisningsutvecklande forskning &r utgangspunkten att
forskningsfragorna kommer fran den praktiska undervisningsverksamheten,
med analysenheter som har karaktaren av nagon form av relation mellan
undervisning och larande (Carlgren, 2012; Cobb & McKClain, 2002; Kullberg
m.fl., 2020). Forskningsfragorna syftar inte bara till att fa kunskap om
undervisningspraktiken, utan syftar &ven till att fordndra den samma genom
att utveckla kunskap om vad som kan géras mojligt for elever att ta del av via
strukturerade forandringar av den studerade undervisningen (Cobb m.fl.,
2003; Ruthven m.fl., 2009). Forskningsfragorna kan bland annat fokusera
mojligheter att beskriva inneborder av ett kunnande utifran ett
undervisningsperspektiv, och att understka hur en undervisning kan utformas
som mojliggor for elever att utveckla just detta specifika kunnande (Carlgren,
2012, Thorsten, 2018; Tvarana, 2019). Forskningsfragorna kan ocksa handla
om hur elever ges mojligheter att visa kunnande med nagot annorlunda
innebdrder &n traditionellt, exempelvis algebraiskt tdnkande i kollektiva
resonemang (Roth & Radford, 2011).

Undervisningsutvecklande forskning kan jamforas med ett antal olika
forskningsansatser sasom exempelvis: design- och utvecklingsforskning —
Design & Development Research (van den Akker, 1999; van den Akker m.fl.,
2006), designexperiment (Brown 1992; Cobb m.fl., 2003), teacher
development research (Elliott, 1991; Hollingsworth, 1997; Wells, 2002),
aktionsforskning (Ronnerman, 2011), samt lesson- och learning study
(Marton & Booth, 1997; Lewis, 2009). Det finns ingen anledning att i det har
sammanhanget ga pa djupet i langa beskrivningar av samtliga uppraknade
ansatser men nagra gemensamma drag med konkreta exempel fran design-

31



och utvecklingsforskning samt fran lesson- och learning study kommer att
anvandas for att tydliggora och argumentera for val av design for
dataproduktionen i avhandlingen.

Undervisningsutvecklande forskning — iterativ, intervenerande
och kollaborativ

Samtliga ansatser foér undervisningsutvecklande forskning &r iterativa,
intervenerande och kollaborativa (van den Akker m.fl., 2006). | foreliggande
arbete utgjordes forskningsdesignen i form av learning study att dessa tre
kriterier var en forutsattning for genomférande av de tva forskningsprojekten
(jfr Carlgren, 2017; Pang & Marton, 2003). Hur det iterativa och
intervenerande arbetet strukturerades i foreliggande arbete berérs i avsnittet
om de tva forskningsprojekten. Det som ledsagade designen av
forskningsprojekten var mojligheten att designa en undervisning, prova
designen, reflektera dver det som genomfordes, reflektera dver vad som
behovde justeras och prova igen (Elliot, 1991; Lewis, 2009). Anspraket om
att undervisningsutvecklande forskning ar kollaborativ innebdr att samtliga
deltagare i ett projekt — bade larare och forskare — deltar for att pa olika satt
bli klokare och tillsammans pa olika satt férandra ett gemensamt tankande och
ett gemensamt handlande géllande den undervisning som beforskas (Cobb &
McClain, 2002; Zuckerman, 2012). | en kollaborativ undervisnings-
utvecklande forskning av detta slag ar det i likhet med annan aktionsforskning
alltid viktigt att reflektera dver och vara transparant med roller for de ingdende
deltagarna (Herr & Andersen, 2005). Hur ett sadant samarbetet kan
organiseras och hur roller kan fordelas mellan de ingaende parterna diskuteras
bade i relation till lararens roll (1. Eriksson, 2018) och i relation till forskarens
roll (Ohman, 2014). Lararen och forskaren kan vara en och samma person,
men det kan ocksa innebara att olika personer i olika yrkesroller samarbetar. |
det kollaborativa arbetet kan ldarare och forskare fordela arbetsuppgifter
mellan sig vad galler initiativ till en studie och i formulerandet av
forskningsfragor. De kan aven fordela ansvaret for design, teori och analys av
det datamaterial som gemensamt produceras (1. Eriksson, 2018). Min roll som
forskare, projektledare och specialpedagog i de olika studierna i avhandlingen
framgar av tabell 4 (s. 62).

Forskningsprojekt 1 och 2

Den data som utgjort underlag for de i avhandlingen ingaende artiklarna har
producerats dels inom forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015) och dels i det
uppféljande  undervisningsutvecklande  forskningsprojektet — benamnt
forskningsprojekt 2. Alla forskningslektioner i bada forskningsprojekten har
planerats, genomforts och reviderats tillsammans med larare pa en och samma
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projektskola. Forskningsprojekt 1 genomfordes under lasaren 2012/2013 och
2013/2014. Forskningsprojekt 2 genomfordes hosten 2014 — varen 2017.

Bada forskningsprojekten bygger som redan namnts pa learning study som
grundlaggande designprincip. | de learning study cykler som genomforts har
larandeverksamheter utvecklats tillsammans med l&rare och elever. Den
iterativa processen innebar att bade uppgifterna och det satt varpa vi hanterade
uppgifterna i lektionerna forandrades. En schematisk bild éver processen
presenteras i figur 2 (for ytterligare information se Eriksson, 2015). | Eriksson
(2015) genomfordes denna iterativa process i fem cykler.

Figur 2

Schematisk bild av learning study arbetet i forskningsprojekten

deltagande lérare skriftliga uppgifter lektion

Analys och Planering
( revideringsarbete
i Genomférande av
Dokumentation och

forskningslektion

Seminarium med Kartlaggning med Planering Kartlaggnings g

v

resultatpresentation

Vanligtvis anvénds variationsteori i planerings- och analysarbete i en learning
study. Bade i forskningsprojekt 1 och 2 anvandes variationsteori for att
designa ordningen av de specifika jamférelser som elevgrupperna arbetade
med. | likhet med variationsteorin identifierades innehallsliga detaljer av
kunnande, i variationsteori kallat larandeobjekt och i forskningsprojekten
kallat kunskapsobjekt, i relation till vad eleverna forvantades utveckla
kunnande om. Aspekter av dessa objekt som vi utifran fortest, genomforda i
forskningsprojekt 1 (se Eriksson, 2015) och aspekter som visade sig svara att
synliggora i lektioner som genomfordes i forskningsprojekt 2 behandlades
som kritiska i designarbetet. Sadana aspekter i uppgifterna behandlade
larargruppen som kritiska. Dessa aspekter designades enligt monstret av
variation presenterade av bland annat Marton (2015). Forst kontrasterades
aspekten mot ndgot som den inte &r for att elever skulle urskilja vad den var.
Ett exempel pa kontrast presenterat i Eriksson (2015) utgjordes av elevernas
arbete pa tallinjen med hela tal och rationella tal som inte &r hela tal. Eleverna
diskuterade var tal i brakform och tal decimalform som inte representerar
heltal skulle placeras pa tallinjen i kontrast till var heltal placeras. Darefter
behandlades aspekten i det som variationsteorin bendmner generalisering, det
vill sdga en aspekt varieras med olika exempel av samma detalj. Ett exempel
pa generalisering enligt variationsteorin, dven det hamtat ur forskningsprojekt
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1, utgjordes av elevernas arbete med att markera olika stambrak pa tallinjen,
det vill sdga 1/2, 1/3, 1/6. Slutligen blandades olika kritiska aspekter i en
fusion for att eleverna skulle fa arbeta med aspekterna satta i ett ssmmanhang.
Fusion i forskningsprojekt 1 utgjordes av tal i brakform som inte var stambrak.
Ett exempel var talet 2/5. | de bada forskningsprojekten anvéndes
variationsteori framst i designen for att avgora vilka jamférelser som eleverna
skulle arbeta med.

I designen av vilka dvriga redskap som skulle erbjudas eleverna anvandes
inte variationsteori. D& anvande larargruppen istallet larandeverksamhetens
idén om kulturhistoriska traditioner dér bland annat linjemodeller och uttryck
med algebraiska symboler var sedan tidigare utvecklade redskap (jfr t.ex.
Kozulin & Kinard, 2008). Lektionsdesignen i forskningsprojekt 1 och 2
kompletterades med riktlinjer for hur en larandeverksamhet kan organiseras
for att ge elever mojligheter till deltagande i de kollektiva resonemang som
lektionen syftade till. 1 en learning study kan enligt tidigare studier olika
teorier for larande kombineras eller komplettera varandra (I. Eriksson, 2017;
se aven Eriksson, 2015; Fermsj0, 2014; Fred, 2019; Johansson, 2019;
Tvérana, 2019).

Forskningsprojekt 2 innebar att uppgifter och undervisning forandrades
och utvecklades i tre olika iterativa processer déar ovanstaende beskrivning av
learning study ingick i alla dessa processer. Dessa tre iterativa processer
beskrivs nedan i figur 3. De olika lektionerna som genomfordes i
forskningsprojekt 2 har kodats enligt principen: projektar: arskurs: lektion:
I6pnummer (se figur 3).

Den forsta iterativa forandringsprocessen utfordes mellan de olika
klasserna inom respektive arskurs (illustrerat med A i figur 3). Har beslutades
om spontana revideringar i korta lararmoten mellan lektionerna, dér det bland
annat diskuterades vilka kontraster eleverna behdvde erbjudas av det
kunskapsobjekt som var i fokus. Den andra iterativa processen utgjordes av
revideringar vid de aterkommande veckoplaneringarna, dar nastkommande
problemsituation som eleverna skulle arbeta med diskuterades (illustrerat med
B i figur 3). Dessa planeringar skilde sig nagot at mellan de olika projektaren.
Under det forsta projektaret i forskningsprojekt 1 fokuserades det
matematikdidaktiska innehallet som utvecklats i ED-programmet och hur det
kunde forstds i relation till svensk matematikundervisning. Det andra
projektaret fokuserade pa vilka fragor lararen behovde arbeta med for att
utmana eleverna (jfr Zuckerman m.fl., 1998). Det tredje aret fokuserade hur
en larare kan utmana bade sig sjalv och sina elever for att komma narmare en
larandeverksamhet genom att paverka de gemensamma matematiksamtalen
(jfr t.ex. Cobb & McClain, 2002). Den tredje iterativa processen var den som
utvecklades mellan de olika projektaren (illustrerat med C i figur 3). Har var
det frdmst designen av uppgifterna och hur uppgifterna skulle presenteras for
nya l&rargrupper som utgjorde iterativa inslag i processen (jfr Davydov m.fl.,
2012).
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Figur 3
De iterativa processerna i forskningsprojekt 2

Veckal Utvecklingsfokus Vecka 2 Veckan

Projektar 1

1:1:n:1 (A)
1:1:n:2

Matematikdidaktiskt

( 1:1:2:1(A)
innehall (B)

1:1:2:2

Projektar 2| Uppgiftsdesign (C)

C2:1:n:1
2:1:n:2 (A)

Utvecklande av léarares 2:1:n:3
frégor till eleverna (B) 2:2:n:1 (A)

2:2:n:2

Projektar 3| Uppgiftsdesign (C)

Utvecklande av

larandeverksamheter (B)

Not: Figuren visar kodningen av lektionerna i forskningsprojekt 2: projektar: arskurs: lektion: lopnummer.
(A) visar den iterativa processen mellan lektionerna inom respektive arskurs, (B) visar den iterativa
processen for de veckovisa planeringarna och (C) visar den iterativa processen mellan de olika projektaren.

Data

Data fran forskningsprojekten utgjordes av videoinspelningar fran
forskningslektionerna, lektionsanteckningar, fotografier fran lektionerna och
elevernas arbetsmaterial. For videoinspelningarna i bada forskningsprojekten
anvande vi tva kameror. En kamera var placerad langst bak i klassrummet for
att dokumentera elevernas handlingar riktade till arbetet med
kunskapsobjektet som pagick pa tavlan. En kamera var placerad vid tavlan for
att mer i detalj dokumentera elevers och larares handlingar i utvecklingen av
larandeuppgifter och i arbetet med specifika larandemodeller (jfr Cole, 2013).
Observationsanteckningar och elevarbeten utgjorde ocksa dokumentation fran
forskningslektionerna i bada forskningsprojekten. Det finns sammantaget
nittiotre dokumenterade forskningslektioner fran projekten. De forsknings-
lektioner som valts ut till de fyra artiklarna har transkriberats och bearbetats
sa som beskrivs i respektive analysmetod har nedan. Ordagrann transkribering
(Linell, 1994) har genomforts for de delar av lektionerna som varit i fokus i
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respektive artikel. Ordagrann betyder enligt Linell (1994) att alla
identifierbara ord har atergetts tillika omtagningar i prat gallande partier som
fokuserade matematiskt innehall. De ordagrant atergivna samtalen
inkluderade &ven noggranna beskrivningar av vem som gjorde vad med vad
som svar pa analysfragor inspirerade av  larandeverksamhet.
Planeringstillfallen tillsammans med larargrupperna dokumenterades med
ljudupptagning. Dessa ljudupptagningar (29 stycken till antal) anvéandes for
att aterge designarbetet av undervisningen; ljudupptagningarna &r inte
transkriberade.

Data till artikel 1 utgjordes av videodokumenterade elevintervjuer fran
arskurs 1. | dessa intervjuer arbetade eleverna med att jamféra olika
kvantiteter. De arbetade enskilt eller i par. Intervjuerna genomférdes under
januari och februari manad under vart och ett av de tre projektaren.
Genomfdrandet av intervjuerna diskuteras och problematiseras under rubriken
fenomenografi i kapitlet om analytiska ramverk.

Urval

I forskningsprojekten har manga urval behovt goras. For att mojliggora
provandet och utformandet av en algebraisk undervisning under en langre tid
gjordes urvalet av deltagande skola utifran ett sa kallat bekvamlighetsurval
(Bryman, 2016). Detta urval medforde att de bada projekten genomfordes pa
en mangkulturell skola som fortlopande tar emot nyanlanda elever. Under
tiden som projekten pagick fanns det mellan tjugofem och tjugosju olika
modersmal pa skolan. Klassorganisationen pa skolan medfor att de olika
modersmalen ar fordelade i samtliga klasser (se tabell 1).

Elevgrupperna i forskningsprojekt 1 utgjordes av alla elever i arskurs 4
under lasaren 2012/2013 och 2013/2014. For mer information och detaljer om
upplégget se Eriksson (2015). Den sista versionen av forskningslektionen i
forskningsprojekt 1, det vill s&ga learning study lektion nummer fem,
genomfordes dven i arskurs fem under varen 2014.

Forskningsprojekt 2 genomfordes i arskurs 1, 2 och 3, med tillagg for vissa
lektioner aven i forskoleklassen, under det tredje projektaret. Urvalet av
klasser som skulle involveras var olika de olika projektaren. Samtliga klasser
pa lagstadiet skulle involveras nar projektet var helt utvecklat. Skélen till detta
var dels etiska, for att inte undanhalla undervisning vi hade som tes att skulle
utveckla elevernas kunnande, dels fanns det inte nagot inslag i
forskningsfragorna av karaktaren att jamfora undervisning mellan olika
elevgrupper. | detta andra forskningsprojekt lades en ny arskurs till projektet
for varje projektar. Projektet fick salunda véaxa kontinuerligt for att den lokala
larargruppen skulle hinna med att designa och reflektera 6ver lektionerna. De
ingaende grupperna i forskningsprojekt 2 presenteras i tabell 1.
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Tabell 1

Deltagande elevgrupper i forskningsprojekt 2

Projektar Deltagande Antal Antal olika sprak*  Lektionstid per
klasser flickor/pojkar vecka
a klass b klass c klass
1 2014/2015 lab 11/11 13/10 14 90 min
2 2015/2016 lab,c 12/9 14/10 12/12 13 60 min
2a,b 13/12 14/11 14 90 min
3 2016/2017 f-klass 11/10 8/9 10/10 10 15 min
lab,c 6/12 8/8 8/11 9 30 min
2a,b,c 12/9 13/10 9/11 15 30 min
3ab 13/11 12/12 15 40 min

* baserat pa modersmalsundervisning (inklusive svenska)

Forsta aret ingick alltsa larare och elever fran arskurs 1. Andra projektaret
fortsatte dessa klasser som da utgjorde arskurs 2 i projektet, samtidigt som
aven det lasarets arskurs 1 inkluderades. Det tredje projektaret deltog f-
klassen, arskurs 1, 2 och 3. Detta innebar att klasserna 3a och 3b ar tre av
projektet deltagit tre ar i forskningsprojekt 2, klasserna 2a, 2b och 2c deltagit
2 ar, samt att klass 1a, 1b och 1c deltagit 1 ar.

Urvalet av elevintervjuer till den fenomenografiska studien som
presenteras i artikel 1 utgick fran ett lamplighetsurval (Bryman, 2016), i det
hér fallet utifran kvalitet pa dokumentationen. Av de totalt 146 intervjuerna
som genomfordes anvéndes 42 stycken i analysarbetet dar filminspelningarna
blev av en sadan kvalitet att de gick att analysera i relation till elevernas
verbala, skrivna och forkroppsligade sprak.

De lektioner som anvéndes i artiklarna 2, 3 och 4 valdes utifran hur val
larandeverksamheter utvecklades i relation till de forskningsobjekt som
fokuserades i respektive studie (jfr Roth, 2005). Kriterier for urvalet utgjordes
av elevernas engagemang i att gemensamt konstruera larandemodeller (jfr
Davydov, 2008/1986; Zuckerman, 2012). Specifikt utgjorde larande-
handlingar urvalet i artikel 2 och olika problemsituationer urvalet i artikel 3.
Lektioner dar undervisningen hamnade langt ifran en larandeverksamhet
mojliggjorde saledes inte analyser av relevans for forskningsfragorna i de
ingaende artiklarna. De lektioner som valdes ut for studien till artikel 3 i
arskurs 1 och 2 genomfordes det tredje projektaret (Lektion 3:1:9:2 respektive
Lektion 3:2:12:2). De lektioner som valdes ut for analys i artikel 2 och 4 var
den femte och sista learning study lektionen i forskningsprojekt 1 (se Eriksson,
2015). For studien till artikel 4 genomférdes motsvarande lektion &aven i
arskurs 3 och 5 pa projektskolan. Det betyder att ingen av de
forskningslektioner som ingar i artiklarna genomfordes av larargruppen for
allra forsta gangen, det vara bara eleverna som deltog i lektionen for forsta
gangen. Designen av de utvalda lektionerna var alltsa kand av den lokala
larargruppen.
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Undervisningsdesign

Har presenteras det designarbete som larargruppen genomforde i de bada
forskningsprojekten. Arbetet presenteras med nedslag i centrala delar av
designen for att ge ett sammanhang till de lektioner som valts ut som data till
artiklarna.

Larandeverksamhet for undervisning i matematik

Utgangspunkten for designen av undervisningen i de bada forsknings-
projekten var att prova larandeverksamhet som en mojlighet for vara elever
att utveckla resonemang, kommunikation och argumentation med fokus pa ett
matematiskt innehall. Tidigare forskningssammanstéllningar av bland andra
Lerman (2006) samt Planas och Valero (2016) skriver fram dessa formagor
som speciellt svara att utveckla i relation till matematik. Designarbetet i de
bada forskningsprojekten syftade sa till vida till att eleverna skulle utveckla
dessa formagor genom att bli fortrogna med adekvata matematiska redskap
och teoretiskt tdnkande i enlighet med vad exempelvis Davydov (2008/1986),
Repkin (2003) och van Oers (2001) foresprakar. Larandeverksamhet gav oss
principer for hur kollektiva problemsituationer skulle designas for att
mojliggora for eleverna att utveckla dessa férmagor. Problemsituationerna
skulle eleverna kollektivt utveckla till larandeuppgifter dar de erbjods
adekvata matematiska redskap for att konstruera larandemodeller genom
larandehandlingar (jfr Davydov, 1990, 2008/1986; Repkin, 2003; Schmittau,
2003; Zuckerman, 2004).

I designarbetet hade vi att ta hansyn till att vi inte i férvag kunde veta om
den designade undervisningen skulle utvecklas till en larandeverksamhet. Vi
visste att vi bara kunde erfara larandeverksamheten i stunden och analysera
den i efterhand (Zuckerman, 2004). Med tiden larde vi oss urskilja tecken pa
att eleverna skapade larandeverksamhet under vara lektioner. Dessa tecken
kunde besta i att elevgruppen sjalva drev losningen av en uppgift dven nar
lektionen tog slut. De kunde fortsatta diskutera en uppgift aven pa rasten.
Andra tecken att larandeverksamhet utvecklades upptackte vi dels med stod i
litteratur sdsom exempelvis Davydov med flera (2003) dels genom det vi
upplevde i lektionerna. Tecken pa larandeverksamhet i lektionerna var att
eleverna kom med I6sningsforslag och argumenterade for bade sina egna och
andras forslag till modeller och I6sningar pa problem. Det blev med tiden aven
viktigt for eleverna att manga olika losningar kunde diskuteras istallet for att
alla elever beskrev sin egen ldsning fast den redan beskrivits av en
klasskamrat. | enlighet med Davydov med flera (2003) var var erfarenhet att
innan en elevgrupp var van att arbeta i ldrandeverksamhet behdvde
verksamheten alltid initieras av en larare. Lararen i vara lektioner hade alltid
en unik och suverén roll och fick ta ett stort ansvar i att stotta eleverna i
utvecklingen av larandeverksamhet.
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Larandeuppgifter

Vi visste fran tidigare studier att de uppgifter som eleverna arbetade med hade
en central roll for huruvida larandeverksamheter kunde utvecklas eller ej.
Uppgifterna behévde ha sadana egenskaper inbyggda att de kunde utvecklas
till det som Davydov (2008/1986) kallar larandeuppgifter. Kravet pa
larandeuppgifterna var att de skulle éppna upp for ett kollektivt arbete riktat
mot specifika kunskapsobjekt (jfr Davydov, 2008/1986). Vidare var kravet pa
uppgifterna aven att eleverna skulle uppleva ett behov av att reflektera dver
bade egna och andras forslag till modeller av det specifika kunskapsinnehallet,
det skulle inte vara mojligt att bara avge ett svar (Zuckerman, 2004, 2007).

Arbete med att designa uppgifter inspirerades av ED-programmet sdsom
det bland annat presenteras i laromedlet utvecklat av Davydov med flera
(2012) och i ett antal forskningsartiklar inom early algebra. | programmet
finns inga detaljerade beskrivningar till eleverna hur uppgifterna ska losas. |
likhet med hur andra designat uppgifter utifran programmet (se t.ex. Schmittau
& Morris, 2004) beslot vi att alla uppgifter skulle behandlas i gemensamma
diskussioner. Alla uppgifter skulle bearbetas och analyseras kollektivt av
elever och larare for att de gemensamt skulle identifiera det problem som
skulle l6sas.

Under det forsta aret i forskningsprojekt 2 arbetade vi med uppgifter ur
laromedlet Davydov med flera (2012) och uppgifter som enligt tidigare
forskningsstudier inrymde potential att kunna utvecklas till 1arandeuppgifter.
Vi granskade fortlopande vilka mdjligheter uppgifterna gav eleverna att
utveckla algebraiskt tankande som ett exempel pa teoretiskt tankande. Under
det andra och tredje projektaret lade vi i larargruppen, utifran vara reflektioner
over arbetet under de tidigare projektaren, fokus pa hur problemsituationer
skulle kunna utvecklas, vilka motsattningar vi behdvde synliggora for
eleverna samt vilka explicita fragor vi skulle behéva utmana eleverna med (se
figur 3 s. 35). For att askadliggora vart designarbete presenteras nagra
exempel pa situationer och uppgifter som utvecklades till larandeuppgifter.
Dessa uppgifter arbetade eleverna med innan de arbetade med de uppgifter
som ingar i de fyra artiklarna.

Uppstarten av arbetet med att utveckla larandeuppgifter tillsammans med
eleverna i arskurs 1 inspirerades av Adolfsson Boman med flera (2013) idé
om nyckeluppgifter och Schmittaus (2003) beskrivning av den inledande
matematikundervisningen. | det allra forsta arbetet fick eleverna analysera
innebdrdsliga principer for de fyra symbolerna <, >, = och # for att jamfora
kvantiteter. Eleverna fick ocksa mojlighet att reflektera dver relationer mellan
olika kvantiteter. | likhet med Adolfsson Boman med flera (2013)
introducerade lararen tecknet for mindre an, <, som eleverna skulle anvanda
for att gora jamforelser. Eleverna fick fundera pa hur de skulle symbolisera
storre an, likhet och olikhet. Eleverna diskuterade skillnader mellan
kvantiteterna och hur dessa skillnader skulle kunna symboliseras. Med
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gemensamma krafter enades eleverna och lararen om hur symbolerna skulle
se ut samtidigt som de reflekterade Over innebordsliga aspekter av
symbolerna.

I en annan problemsituation vi designade ville vi att eleverna skulle
utveckla ett behov av att representera jamforelser. Eleverna fick jamfora tva
volymer dér de forst jamforde tva olika volymer och darefter tva lika volymer.
Vi samtalade om jamforelserna och eleverna efterfragade till slut hur vi kunde
representera och dokumentera dessa jamforelser. Ett elevarbete fran detta
arbete presenteras i figur 4.

Figur 4

Elevarbete om att representera jamforelser av tva volymer (ur lektion 3:1:3:2)

Larandeuppgifterna kvalificerades succesivt genom att olikheter pa olika vis
skulle transformeras till likheter. Centralt i uppgifterna som designades var att
problemen som inrymdes i dem skulle l6sas utan specifika numeriska
exempel. Istdllet var algebraiska symboler och linjemodeller centrala som
redskap for att synliggéra bland annat matematiska strukturer sasom
exempelvis relationer mellan kvantiteter (Davydov, 2008/1986, Schmittau,
2004). En uppgift ur programmet som utvecklades till en larandeuppgift var
hamtad ur Davydov med flera (2012). Uppgiften utgor ett exempel pa hur
eleverna arbetade med relationer mellan okénda kvantiteter samtidigt som de
utforskade funktionen for en tallinje.

Figur 5

En uppgift ur Davydov med flera (2012, s.56) dar elever kollektiv skulle arbeta
med tallinjens funktion

A=3K
B=2K

I T T |
U U & & R ¢ O

I den hé&r uppgiften hade vi for avsikt att eleverna skulle utveckla en
larandeuppgift genom att de diskuterade att tallinjen kan ses som en utvecklad
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linjemodell med markerade enheter. | uppgiften i figur 5 behdvde eleverna
reflektera Gver att enheten pa tallinjen och enheten (K) i utsagorna skulle
kunna representeras bade i utsagan och pa tallinjen. Detta iscensattes sasom i
figur 6.

Figur 6
Elevarbetet med uppgiften i figur 5 (ur lektion 2:1:6:2)

For att tallinjen skulle bli meningsbarande for eleverna skulle de reflektera
over att varden pa en tallinje ar pa ett bestamt avstand fran varandra. A kunde
alltsa anges genom att markera tre enheter pa tallinjen. Eleverna behovde
ocksa reflektera over var pa tallinjen en startpunkt kunde vara placerad, det
vill séga var en nollpunkt kunde befinna sig och som vardet av A och vérdet
av B kunde utga fran. Eleverna tog sedan eget initiativ till att representera
additionen A + B pa tallinjen. Uppgifterna ovan ar exempel pa de uppgifter
eleverna arbetat med innan de deltog i intervjuerna som utgjorde data till
artikel 1 och innan lektionerna som utgjorde data i artiklarna 2, 3 och 4.

Uppgifterna i arskurs 1 och 2 som utgor data i artikel 3 (Eriksson &
Eriksson, 2020) utvecklades med inspiration fran Davydov (1982). Uppgiften
i arskurs 1 innebar att eleverna skulle konstruera likhet mellan tva olika
kvantiteter. Summan av de tva kvantiteterna utgjorde ett udda tal vilket var
avsiktligt for att utmana eleverna att arbeta med olika transformationer.
Samtidigt som eleverna transformerade olikheterna till likheter utforskade de,
som framgar av artikel 3, addition, subtraktion och att halva skillnaden mellan
de tva kvantiteterna kunde subtraheras fran den storsta och adderas till den
minsta kvantiteten. Uppgiften presenteras i figur 7. Ldraren hade lagt upp
klossarna, och eleverna hade konstruerat linjemodeller pa tavlan.

Figur 7

Rekonstruktion av uppgiften med linjemodell och klossar i arkurs 1
presenterad i artikel 3
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Forutom att det udda antalet var viktigt i designarbetet for arbetet med den hér
uppgiften var det dven viktigt att hitta modeller som eleverna kunde utveckla
till larandemodeller. | designarbetet ingick ocksa att utarbeta fragor till
eleverna sasom exempelvis “Hur kan vi skadliggora, visa, konstruera den hér
olikheten pa ett annat sétt?” samt ”Vad kan vi tro att de hér tva hdgarna av
klossar vill visa?”

Uppgiften i arskurs 2 designades utifran en linjemodell och en likhet
bestaende av algebraiska symboler (se figur 8).

Figur 8

Rekonstruktion av uppgiften med linjemodellen i arskurs 2 presenterad i
artikel 3

A

B C

Den hér uppgiften skulle méjliggora en diskussion om vilka olika relationer
som kan identifieras och om eleverna kunde urskilja A som en helhet av
delarna B och C. Vi startade upp arbetet med att fraga vilka relationer som ar
synliga. Vi fick dock i samtliga lektioner specificera denna fraga med hur kan
vi ange A, respektive B och C.

Uppgiften i arskurs 4 fran forskningsprojekt 1 som utgér data i artikel 2 och
artikel 4 designades for att skapa forutsattningar for eleverna att arbeta med
tal i brakform. Tanken var att de skulle upptacka ett samband mellan de tre
olika enheterna, i det har exemplet; en svart stav (enheten som skulle métas),
roda stavar (matenheten) och vita stavar (mindre enhet att méta méatenheten
med) (jfr Davydov & Tsvetkovich, 1991). Designarbetet med den har
uppgiften beskrivs ndrmare i kapitlet om larandehandlingar.

Sammanfattningsvis utgjorde de problemsituationer vi designade en mojlig
grund for eleverna att utveckla larandeuppgifter under vissa forbehall. Dessa
situationer behdvde som namnts utmana eleverna att identifiera det problem
som skulle losas. Situationerna som designades behdvde ocksa krava
samarbete bade for identifikationen av problemet och for losandet av
detsamma. Lararens roll blev viktig bade i designarbetet och for elevernas
mojligheter att utveckla larandeuppgifter i lektionerna.

Larandemodeller

I planeringen for att mojliggora larandeverksamhet lade vi dven ett sérskilt
fokus pa att forbereda elevernas mojligheter att konstruera de specifika
larandemodeller som beskrivs i ED-programmet. De larandemodeller som vi
planerade for skulle kunna fungera som ett tankestod for utforskande av
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specifika begrepp men aven fungera som direkta hjalpmedel for att underlatta
ett tankande. | uppstarten av arskurs 1 planerade vi exempelvis att tallinjen
bade skulle utgora ett stod for att utforska enheter, varden och en nollpunkt
samt fungera som ett stod for numeriska berdkningar. L&ngre fram i arbetet
planerade vi i enlighet med Gorbov och Chudinova (2000) att algoritmer
kunde fungera bade for att underlatta en specifik berdkning och fungera som
ett stod for utforskande av olika aspekter av den transformation och de
operationer som de skulle méjliggdra. En algoritm kunde exempelvis dven
anvéndas for att utforska olika positioner i ett specifikt positionssystem.

Designarbetet fokuserade pa att forbereda olika karaktarer av redskap som
eleverna skulle kunna ta i bruk for att utveckla till larandemodeller. | enlighet
med Kozulin och Kinard (2008) forberedde vi tallinjer och linjemodeller och
senare i arbetet dven tabeller och diagram. Vi planerade ocksa for att kunna
anvanda olika symboliska representationer sdsom algebraiska och numeriska
symboler, samt att vi tillsammans med eleverna skulle dramatisera olika
begrepp med hjalp av olika fysiska objekt. Exempel pa redskap som
planerades for till forskningslektionerna i de ingaende artiklarna var klossar,
de olika langa Cuisenairestavarna, linjemodeller, tallinjer, utsagorna med
algebraiska symboler, samt gester och verbalt sprak som skulle kunna stotta
eleverna. | planeringsarbetet var vi vél medvetna om att vi i forvag inte skulle
kunna sdga exakt vilken modell som skulle komma att ta form i
undervisningen. De l&randemodeller som utvecklades var beroende av vad
eleverna initierade i det gemensamma arbetet. Men som tidigare forskning
pavisar var det kulturhistoriskt vedertagna amnesspecifika redskapen som
aven vara elever med tiden blev familjara med att hantera. Bland dessa
redskap utgjorde uttryck med algebraiska symboler en sarstélining (jfr Gorbov
& Chudinova, 2000, Kozulin & Kinard, 2008).

I planeringsarbetet tog vi dven hansyn till larandemodellernas funktion att
synliggora innehallsliga aspekter av kunnande (Davydov, 2008/1986), det vill
séga att gora ett specifikt kunskapsobjekt transparent genom att mojliggtra
reflektioner om kunskapsobjektet. Ett exempel som kan askadliggora detta
presenteras i excerpt 1 hamtat fran lektion 1 i artikel 3 (Eriksson & Eriksson,
2020). Eleverna i klassen har precis enats om att tva olika kvantiteter ar lika
och att detta synliggérs dels med linjemodeller dels med fysiska klossar.

Excerpt 1

06:39 Hana: But they are not the same. Here it looks as if there are many of
them [she points at the pile with in which the cubes are far away from each
other], and here there is just a few [she points at the pile in which the cubes are
close to each other].

06:41 Mahad: But are they not the same?

06:41 Teo: There are four here and four here.

06:41 Nadia: Yes, they are. (Eriksson & Eriksson, 2020 s. ej angivet &nnu)
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Hana tyckte alltsa inte att de linjemodeller och de fysiska klossar som klassen
arbetade med visade samma likhet (Eriksson & Eriksson, 2020). Det gick
perceptuellt att urskilja att linjerna &r lika och att klossarna var placerade olika.
Det gick dock inte att se att det &r den kvantitativa egenskapen som var den
likhet som avsags, den behovde pavisas och reflekteras. Modellen med
linjemodellerna och de fysiska klossarna behdvde alltsa utvecklas med en
verbal fraga och gester for att utgora en larandemodell fér kunskapsobjektet
likhet géllande kvantiteter.

| designarbetet behdvde vi ocksa forbereda oss pa att larandemodellerna
forandrades i processen med att Iosa ett problem och att denna forandring
kunde se olika ut i olika elevgrupper (Gorbov & Chudinova, 2000).
Modellernas utformning var beroende av elevernas kunnande och deras vana
att arbeta med larandemodeller. Men utformningen var ocksa beroende av
didaktiska aspekter relaterade till specifika kunskapsobjekt (Gorbov &
Chudinova, 2000). | ett inledande arbete med larandeverksamheter var
modellerna tvungna att initieras av lararen sasom i forskningsprojekt 1
(Eriksson, 2015). | forskningsprojekt 2 nar bade elever och larare blivit mer
van vid modellarbete initierades, foreslogs och implementerades modellerna
aven av eleverna sjalva. Ett exempel pa detta finns redovisat i det kommande
avsnittet om larandehandlingar hamtat fran artikel 3 (Eriksson & Eriksson,
2020), ddr eleverna initierade arbetet med linjemodeller utan att vara ombedda
av lararen. Arbetet med larandemodellerna var alltid expansivt, det vill sdga
att utforskandet av ett innehall genom en modell alltid ledde till nytt innehall
som behdvde utforskas.

Ytterligare en egenskap for larandemodeller som vi hade att beakta
handlade om deras mdjligheter att utmana eleverna genom att synliggtra
motsattningar. Ett exempel fran forskningsprojekt 1 var elevernas inledande
arbete med att jamfora en lang stracka med endast en annan matenhet (se
prologen s. 2). Elevernas forslag om att anvanda olika langa kortare strackor
godtogs inte som I6sning av lararen. Elevernas fragor Vad ir det vi dnnu inte
kan?”, Vad ir det vi méste veta?” besvarades inte av liraren utan fragorna fick
istallet fungera som en uppstart till att fortséatta utforska strukturer for ett tal i
brakform. Motséttningen i form av att endast en matenhet fick anvandas
utgjorde salunda en utmaning och en ingang till det fortsatta arbetet (jfr
Engestrém & Sannino, 2010).

En kort sammanfattning av det som varit vagledande i designarbetet med
larandemodellerna var deras moéjligheter att skapa forutsattningar for eleverna
att  kollektivt reflektera over innehallsliga aspekter (mojliggora
kommunikation). Detta innehall riskerade annars att vara osynligt
(synliggora). Larandemodellerna skulle bevara ny information om ett innehall
fran elevernas diskussioner (stotta) for att gora det mojligt att préva nya
aspekter av ett kunskapsobjekt. Modellerna skulle klargéra det som diskuteras
(klargora), samt att vara ett redskap for att stalla nya fragor (utmana).
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Larandehandlingar

I designen av undervisningen var det dven viktigt att diskutera hur eleverna
kunde erbjudas mojligheter att utveckla larandehandlingar. Vi visste med
erfarenheter fran forskningsprojekt 1 och fran de texter vi tagit del av, bland
annat Davydov (2008/1986), Repkin (2003) och Zuckerman (2004, 2012), att
vi inte kunde bestdmma eller i detalj planera for elevernas larandehandlingar.
Vart forberedelsearbete fokuserade darfor pa att designa larandeuppgifter och
forbereda larandemodeller enligt ovan, men vi anvénde larandehandlingar
som utvecklats i tidigare lektioner som végledande for att utvérdera uppgifter
och modeller. De larandehandlingar vi hade som forebild for vart designarbete
var forutom fran de texter vi last framfor allt de handlingar som utvecklades i
den femte learning study lektionen i forskningsprojekt 1 (se H. Eriksson 2015,
2017; Eriksson & Eriksson, 2016). Den lektionen presenteras kort i prologen
pa sidan 2. Larandehandlingarna i den lektionen foljde relativt tydligt det
monster av larandehandlingar som foreslas av Davydov (2008/1986). Den
lektionen var som né&mnts i prologen till avhandlingen ett resultat av ett
learning study arbete som fokuserade en enda uppgift och som utvecklats i en
cykel om fem reflekterade och reviderade lektioner (se Eriksson, 2015). |
designarbetet i forskningsprojekt 2 hade vi for avsikt att eleverna skulle fa
mojlighet att utveckla motsvarande larandehandlingar. L&randehandlingarna
tog sig olika uttryck beroende av arskurs, klass och matematiskt innehall.

I exempelvis den lektion i arskurs 1 som utgjorde underlag for analyserna
i Eriksson och Eriksson (2020) hade vi i designarbetet utvecklat den uppgift
som presenteras i figur 7 pa sidan 41 ovan. | den lektionen tog eleverna
initiativ till ett modellarbete och nedanstdende icke-verbala kollektiva
larandehandling form i lektionen.

Eleverna i arskurs 1 arbetar med att konstruera likhet mellan tva olika langa
strackor i en linjemodell. Arbete skedde gemensamt pa tavlan. Eleverna enades
om att addera en kvantitet till en mindre kvantitet for att konstruera denna
likhet. Nar en elev borjade sudda (ta bort) fran den langre strackan, reagerade
de 6vriga eleverna. De reste sig fran sina stolar men satte sig igen nar eleven
vid tavlan istallet borjade att forlanga (1&4gga till) den kortare stracka for att
konstruera likhet. De elever som inte var vid tavlan var sledes &ven de
engagerade och reflekterade dver det som skedde pa tavlan. Eleven vid tavlan
verkade fa syn pa att ndgot kanske borde justeras eventuellt genom att de andra
eleverna reste sig och underforstatt kanske var pa vag till tavlan for att ratta till
(utdrag ur analysarbetet till Eriksson & Eriksson, 2020).

I lektionen konstruerade alltsa en elev en likhet med hjalp av klossar och
eleven fortsatte konstruktionsarbetet &ven med linjemodellerna utan att
lararen bett om detta. | efterhand analyserade vi detta som att eleverna i denna
handling accepterade uppgiften (larandehandling nummer 1 som presenteras
pas. 13).
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I designarbetet infor lektionen planerades for att uppgiften behdvde
bearbetas och transformeras tillsammans med eleverna (larandehandling
nummer 2). Eleverna ombads under lektionen att anvanda bade klossarna och
linjemodellen for att identifiera att likhet kunde utvecklas genom olika
operationer. Detta tog som redan namnts eleverna eget initiativ till. Lararnas
forberedelsearbete kom till anvandning for att sedan initiera subtraktion med
fragan om hur vi skulle kunna konstruera likhet pa ett annat sétt.
Forberedelserna med att utmana eleverna till att ytterligare reflektera dér de
inte fick ta bort eller lagga till nagot ur modellen men &nda konstruera likhet
initierade av lararen med fragan om det finns ytterligare sétt att konstruera en
likhet mellan de tva kvantiteterna (Eriksson & Eriksson, 2020). Att konstruera
likhet genom att utforska olika operationer blev alltsd majligt i elevernas
modellarbete med de olika operationerna (larandehandling nummer 3). Att vi
valde ett udda antal klossar medforde att eleverna kunde vérdera de olika
modellernas mojligheter att pavisa olika operationer (larandehandling
nummer 6). | Eriksson och Eriksson (2020) finns redovisat hur eleverna
reflekterade Gver att det udda antalet bara kunde transformeras till en likhet
med hjalp av linjemodellerna och inte med de fysiska klossarna om man inte
fick lagga till eller ta bort nagot fran den totala summan.

Vi planerade for att de fysiska klossarna och linjemodellerna skulle hjélpa
eleverna att reflektera ¢ver hur de olika operationerna kunde sarskiljas
(larandehandling nummer 4). Att dessa larandemodeller &ven synliggjorde att
ett antal ar konstant a&ven om det representeras pa olika vis, antalskonstans, (se
excerpt 1 s. 43) hade vi inte planerat, men eleverna varderade modellen till
fler kunskapsobjekt &n det avsedda (pa vag mot larandehandling nummer 7).
I lektionen fran forskningsprojekt 1 som vi hade som forbild utvecklades
istallet olika algebraiska modeller for det kunskapsobjekt som var i fokus,
namligen olika modeller for tal i brakform. I den har lektionen i arskurs 1
mojliggjorde sdlunda samma modeller ett synliggérande av olika
kunskapsobjekt. | ett fortsatt arbete anvandes ldrandemodellerna for att
transformera olika numeriska exempel till likheter som valdes av bade larare
och elever (larandehandling nummer 5).

En Kkortfattad sammanfattning av designarbetet géallande elevernas
larandehandlingar var att vi larare inte i forvdg kunde bestdmma eller helt
forutse dem. For att eleverna skulle utveckla larandehandlingar var
uppgiftsdesignen och larandemodellerna viktigare i designarbetet &n att
forbereda vara egna explicita forklaringar till eleverna. Larandehandlingar i
tidigare genomforda lektioner var viktiga som riktlinjer for det pagaende
designarbetet.
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Analysarbetet

For att besvara arbetets Overgripande forskningsfragor och de ingaende
artiklarnas forskningsfragor genomfordes kvalitativa analyser. Forsknings-
fragorna beror forklarande och beskrivande aspekter av i det har fallet
algebraiskt tankande och arbete med larandemodeller. Fragorna har inga
ansprak pa att mata, jamfora eller bidra med resultat relaterat till omfattningen
av de resultat som presenteras. Beroende av artiklarnas forskningsfragor har
olika analytiska ramverk anvants vilket innebér att &ven analysenheten
varierat (jfr Strijbos m.fl., 2006). | det foljande presenteras de analysmetoder
som anvandes i de olika artiklarna. Fenomenografi anvandes i artikel 1 for att
analysera elevernas erfaranden (Eriksson, 2019). Lé&randeverksamhet
anvandes i artikel 2 och 3 for att analysera larandehandlingar och arbetet med
larandemodeller (H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020). Strukturer
och begrepp for matematiska resonemang anvandes i artikel 4 for att analysera
kollektiva matematiska resonemang (Eriksson & Sumpter, accepterad). |
samtliga studier analyserades dven algebraiskt tdnkande. Metodiska aspekter
for de fyra artiklarna finns presenterade i tabell 4 pa sidan 62.

Analys av elevers erfaranden

FoOr att i den forsta artikeln undersoka elevers olika erfarande av att arbeta
algebraiskt genomforde och analyserade jag intervjusituationer med uppgifter
dar eleverna i arskurs 1 jamforde olika kvantiteter. Eleverna arbetade enskilt
eller i grupp. Situationerna som eleverna arbetade i var designad sa att de forst
skulle valja ett udda antal klossar. Dessa klossar skulle de sedan placera i tva
olika hogar. Fragor som stélldes till eleverna under arbetets gang var hur de
kunde jamfora antalet klossar, hur de kunde representera denna jamforelse,
samt om de kunde férklara hur och varfér de valde att genomféra
jamforelserna sa som de gjorde. Foljdfragor stalldes vid behov. De
semistrukturerade intervjuerna genomfordes saledes medan eleverna arbetade
med jdmforelserna. Data utgjordes av elevernas handlingar, det vill sdga deras
arbete med de fysiska klossarna, skrivande av symboler, gester, samt verbalt
sprak. Analyserna av intervjuerna utgick fran ett fenomenografiskt perspektiv.
Analysen visade att dessa handlingar fokuserade att numeriskt rakna antal, att
symbolisera olika antal, samt att kombinera olika representationer for antalen.
Dessa tre typer av handlingar analyserades mot ett ramverk for unga elevers
kvalitativt och hierarkiskt skilda formagor att generalisera som utvecklats av
Krutetskii (1976). Handlingarna analyserades ocksa i relation till vad eleverna
fokuserade pa i dessa handlingar utifran en forstaelse av algebraiskt tankande
beskriven av Cai och Knuth (2011). Det erfarande som kategoriserades
resulterade i ett utfallrum som formulerades som (1) numeriskt rdknade, (2)
identifierade av relationer, (3) bevarande av relationer.
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Analyserna mojliggjordes av att intervjuerna dokumenterades med
filmupptagning for att forutom elevernas svar i intervjun aven fanga deras
handrorelser, huvudrorelser och arbete med papper och penna. Ett exempel pa
elevernas arbete finns som en 6gonblicksbild i figur 9.

Figur 9

Exempel pa elevernas representation av jamforelser

I figur 9 syns de klossar som en elev valde, i det har fallet sju klossar. Pa
fragan hur antalet klossar kunde jamforas skrev eleven tecknet < mellan de tva
hdgarna av klossar. Enligt eleven kunde hdgarna representeras eller bendmnas
med A respektive L for att gora det lattare att reflekterade Over relationen
mellan de olika kvantiteterna. Eleven konstruerade sedan tva linjemodeller, en
lang som eleven menade hérde ihop med den stérre mangden klossar och en
kort som horde till den mindre mangden klossar. Bokstavssymbolerna i figur
9 tillhorde enligt eleven klossarna men inte linjemodellerna. Det har arbetet
tolkades till kategori 2 dér elevens erfarande visade relaterade kvantiteter. Ett
annat elevarbete genomfordes och redovisades pa ett likande satt. Den eleven
forklarade att de algebraiska symbolerna kunde anvandas som representant for
bade klossarna och linjemodellen eftersom de representerade samma
kvantitet, det vill sdga A, som kunde anvandas for att diskutera bade den korta
strackan och den lilla kvantiteten av klossar. Den andra algebraiska symbolen
kunde av samma anledning anvandas till bade den langa strackan och den stora
kvantiteten av klossar. Detta erfarande tolkades till en kategori 3 dér elevernas
erfarande visade att kvantiteterna konserverades oberoende hur de
representerades.

Det var som redan namnts totalt 42 intervjuer dar filmdokumentationen
blev av s bra kvalitet att den var mojlig att analysera. Att analysera ett
fenomenografiskt datamaterial innebdr ett upprepat komparativt 1dsande dar
uppfattningar och erfarande faller ut som kategorier utifran den forstaelse som
forskaren redogor for i relation till det fenomen som fenomenograferas (jfr
t.ex. Eriksson, 1999; Marton, 2015; Larsson, 1986). | analysen till artikel 1
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innebar det upprepande komparativa lasandet &ven ett skrivande for att mer
och mer forfinat och detaljerat forsta och forklara elevernas handlingar. | detta
skrivande och i lasandet av det skrivna foll erfarande i tre kategorier ut. Som
framgatt tidigare var det alltsa inte intervjupersonernas uttalande i sig som var
av intresse, istallet var det viktigt att klargéra vilka omedvetna och
oartikulerade erfaranden elevernas handlingar vilade pa. | fenomenografiska
analyser uppnar man ofta en analytisk mattnad nar inte fler kategorier kan
identifieras (Marton, 1981, 2015; Marton & Booth, 1997). | analysarbetet till
artikel 1 intréffade detta efter analys av ungefér ett tjugotal intervjuer, det vill
sdga efter att cirka halften av intervjuerna identifierades inte nagra fler
kategorier.

Analys av larandehandlingar och arbetet med larandemodeller

For att i den andra och den tredje artikeln studera vad som mgjliggjorde en
kollektiv utveckling av ldrandemodeller, och att studera vad som gjordes
mojligt for eleverna att arbeta med i utvecklandet av dessa modeller anvandes
larandeverksamhet som ramverk for analyserna. Att bade studera
larandemodellerna i undervisningen och elevernas agerande med dem var
mojligt genom att sambandet mellan redskap (larandemodeller) och
handlingar utgor den analytiska enheten i larandeverksamhet (Daniels, 2015;
Roth & Radford, 2011; Zuckerman, 2004).

En analys inom ramen for larandeverksamhet framstod &ven som intressant
utifran kanda och dokumenterade svarigheter for ett analysarbete inom early
algebra. Svarigheterna gallde analyser av faktiskt algebraiskt arbete (Radford,
2018) dar gester, muntliga resonemang, bilder och modeller behtvde
transformeras och tolkas som mer géngse algebra (Arzarello, 2006; Ernest,
2006; Roth & Radford, 2011). L&randeverksamhet som analytiskt ramverk
med dess mojligheter att konstruera téta det vill sga detaljrika narrativ ur ett
datamaterial framstod som ett alternativ for att tydliggora sadana handlingar.
Narrativen konstruerades med stod av fragorna: Vad, av vem, i vilka
situationer, med vad och i vilket syfte utfors de handlingar som kan studeras
(I. Eriksson, 2017; H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020) inspirerade
av tidigare arbeten inom larandeverksamhet genomforda av exempelvis
Daniels (2015) och Repkin (2003). Med stod i dessa fragor kunde vi i enlighet
med Davydov (2008/1986) och Stetsenko (2019) fokusera elevernas
handlingar gallande jamforelser av kvantiteter i de analyserade lektionerna.

De narrativ som konstruerades enligt ovanstaende fragor for respektive
artikel strukturerades utifran olika kriterier. Analysarbetet i artikel 2 utgick
fran data i forskningsprojekt 1 och den lektion som finns presenterad pa sidan
2 i ovan beskrivna prolog. Narrativen fran de har lektionerna strukturerades
forst i sekvenser géllande hur larandemodellen férdndrades under lektionens
gang. Sekvenserna inspirerades av Radford (2015) som beskriver hur ett
larandeobjekt kan foréndras i elevernas meningsskapande arbete med att
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utforska dess innehall. Den analysen genererade fyra sekvenser. De
analysfragor som anvandes for att hitta dessa sekvenser i de konstruerade
narrativen var vilka forandringar av kunskapsobjektet som kunde identifieras
samt vilka meningsskapande handlingar, det vill sdga larandehandlingar, som
mojliggjorde dessa forandringar. De fyra sekvenserna konstituerades av olika
larandehandlingar. Sekvens 1 blev att innehalla hur eleverna identifierade
strukturen av addition genom att de la en liten bit till” som ett tal i brakform
(larandehandling nummer 1). Sekvens 2 blev att innehalla transformationen
av problemet och modellandet med brakdelen i talet (larandehandling nummer
2 och 3). Sekvens 3 motsvarar hur tiljaren och namnaren i brakdelen
identifierades och transformerades till representationen d/v genom ett antal
matningar (larandehandling 4 och 5). Slutligen innehaller sekvens 4
utvecklingen av modellen och en reflektion 6Gver ett tal i brakform
(larandehandling 6 och 7).

Analysarbetet i artikel 3 utgick fran narrativ fran en forskningslektion i
arskurs 1 och en forskningslektion i arskurs 2. Narrativen strukturerades i
olika problemsituationer som tog form under dessa lektioner.
Problemsituationerna sammanfoll med de situationer som designats for
lektionerna. I problemsituationerna identifierades kollektiva
larandehandlingar med stod av samma analysfragor som anvéandes for att
konstruera narrativen, det vill siga analysfragor inspirerade av
larandeverksamhet, se ovan. | analysen i artikel 3 kompletterades narrativen
med excerpt och fotografier fran lektionerna samt rekonstruktioner av det
modellarbete som tog form. Larandemodellerna i respektive problemsituation
identifierades och illustrerades i en grafisk beskrivning sdsom eleverna tog
dem i bruk (se Eriksson & Eriksson, 2020).

Analys av kollektiva matematiska resonemang

I den fjarde artikeln skulle fragor som handlade om kollektiva matematiska
resonemang besvaras. Analysen fokuserade pa de kollektiva matematiska
resonemang med de argument och matematiska egenskaper som éppnades upp
for i resonemangen (Eriksson & Sumpter, accepterad). Analyserna syftade till
att ta reda pa hur olika matematiska innehall kunde ses interagera i en
undervisning designad som algebraisk. Specifikt var syftet att utforska hur
algebraiskt tankande och tankande om tal i brdkform kunde interagera i
undervisning. Analysen valdes for mojligheten att pa ett transparent satt
strukturera data i enlighet med ett matematiskt resonemang utvecklat av
Lithenr (2008). Strukturen mgjliggjorde analyser av specifika argument och
specifikt matematiskt innehall som kom till uttryck i forskningslektiorna.

De lektioner som analyserades i den fjarde artikeln strukturerades
analytiskt i olika deluppgifter (TS) enligt Lithner (2008, 2017). | det har
analyssteget analyserades &ven de strategival (SC), strategiimplementeringar
(S1) och slutsatser (C) som horde till respektive (TS) sa som Lithner (2008)
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foreslar. Hur analysarbetet gick till illustreras av de forsta minuterna av den
femte lektionen i forskningsprojekt 1, se tabell 2 nedan. Inom early algebra
dar semiotiska perspektiv pa analyser ar vanliga (se t.ex. Ernest, 2006;
Radford, 2012) med narrativ som fokuserar elevernas handlingar, kan en
sadan struktur utgora ett komplement for att gora det mojligt att utforska fler
typer av forskningsfragor. Ett exempel pa forskningsfraga mojliggjorde att
olika typer av argument kunde identifieras som finns beskrivna for
matematiska resonemang.

Tabell 2

Illustration av det praktiska analysarbetet av lektionen i arskurs 4.

Tidkod  Elev Léarare Resonemang
Argument

Lektionen borjar med att léraren ritar tallinjen pa tavlan medan eleverna samlas pa
sina platser. Matningen av en svart Cuisenairestav och rgda stavar sitter pa tavlan.

— s

[00:00:14.04] L: Det var ndgon av er som métte en sadan hér TS
svart stav igdr. D& hade man bestamt att man SC
skulle méata en svart stav med bara roda.

Négra elever pekar mot tavlan

[00:00:59.01] E: Men det gick ju inte Bekraftar SC
Léraren pekar pa matningen.
[00:01:01.26] L: Men sen....var det bara att mata? Hur fungerade T frégar efter verifierande
det? Ar det ngon som kommer ihdg bekymret? argument
Vad &r problemet?
[00:01:30.14] Dana: Det dr lite for mycket. C: evaluerande argument
Det sticker upp. Olikheten noteras
svart stav < (a+1) W
[00:01:35.02] L: Vad var problemet? Vad sa hon? T fragar efter identifierande
argument
[00:01:39.13] Adam: Hon sa att man kan SC: féreslar att méta roda
mata den réda med den stavar med svart stav, SC
svarta. accepteras inte
Mathew: Ta andra farger. SC: foreslar andra farger
[00:01:57.17] Léararen tar bort en roéd  EnnyTSsvart> roda
métenhet.
[00:02:13.05] Chaid: Det fattas jattelite till Identifierade argument: ej
den roda. likhet B > aw
[00:02:52.02] Eleverna gissar pd svar som SC: Rationella tal verbalt
tre och en halv, etc. Lararen
&r tyst.
[00:03:48.17] Bayar: Det &r tre och en halv. C: Olikheten noteras
Det &r tre stycken sana dr, roda < svart < (a+1) roda
och sen var det en réd som Odelad helhet delas
var langre och sen om du C: Likheten konstrueras
skulle lagga till en s& skulle h hela + en liten bit till=svart

det vara langre &n en svart.
Men om man la en liten bit
till skulle vara lika. Om man
la halva. Bayar pekar mot
matningen som finns pa
tavlan.

| ett nésta analyssteg identifierades de olika typerna av argument; initierande
och implementerade med stod av Lithner (2008) samt utvarderande argument
med stdd av Hedefalk och Sumpter (2017). | detta analyssteg identifierades
aven de matematiska egenskaper som lankade samman dessa argument. De
olika argumenten och egenskaperna sammanstélldes i tabeller varav en
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presenteras i tabell 3 med data fran arskurs 3 i forskningsprojekt 2. I artikel 4
presenteras data fran arskurs 4, har illustreras analysarbetet som redan skrivits
med data fran motsvarande lektion i arskurs 3.

Tabell 3

Ilustration av den fortsatta analysen i artikel 4; exempel fran arskurs 3

Tidskod Data Argument Matematiska
egenskaper
11:38.03 L: Nésta uppgift.
[Léraren pekar pa nasta uppgift.]
11:40.15 Bathuan: D& méste vi mata. Viborjar TS formuleras och ett forsta Den langd som ska
med den svarta staven. forslag till SC: den svarta staven  beskrivas ar den svarta
&r den som ska beskrivas staven, helheten
11:45.30 L: Alla har en svart stav. Detkan alla  Bekréaftar
halla med om.
11:57.20 [En elev, Sivana, gar till tavlan och ~ SC: Jamfor den svarta staven med ~ Modellerar med
visar sitt arbete med hjalp av en de gréna stavarna: konstruerar — métenheten H = G;
projektor. Hon l&gger grona stavar  olikhet 2H < S <3H
bredvid den svarta staven.]
13:21.00 Sivana: Forst ar det tva grona stavar ~ SI: forenklar: lagger till en till  Olikhet.
sen dr det en till. trots att det blir for langt 2H+1>S
13:22.24 Efres: Har 4r det annorlunda. [Han  C: de tvd langderna med en svart  Olikheten noteras som

gér till tavlan och pekar pa den
Oversta grona staven.] Vi skulle
behdva lagga till lite till — det &r s
hdr. [Pekar ovanfor den svarta
staven.]

respektive tre grona stavar ar inte
lika. Detta utvdrderas genom att
skillnaden av langderna skulle
kunna éatgdrdas genom ”lite till”
av den sista gréna staven.

2H < Svart < 3H
Likhet konstrueras som
2H+rH

| ett avslutande analyssteg samlades de delar av resonemangen déar argument
innehallande algebra och argument innehallande tal i brakform analyserats.
Dessa argument samlades i matriser vilket i artikel 4 illustreras med argument
fran arkurs 4. En del av den matrisen finns i tabell 6 pa sidan 69. | denna tabell
framstod ett monster for hur algebraiskt och aritmetiskt tdnkande géllande tal
i brakform kunde ses interagera med varandra i de kollektiva matematiska
resonemang som utvecklades i forskningslektionerna (se Eriksson & Sumpter,
accepterad).

Analys av algebraiskt tdnkande

Algebraiskt tdnkande analyserades i samtliga fyra artiklar. For att utforska
vilket algebraiskt tinkande som var mojligt att utveckla i forskningsprojekten
identifierades olika aspekter av detta tdnkande i de olika artiklarna. Aspekter
som utforskades var generalisering, fokus i elevers handlingar, karaktarer av
elevernas handlingar, elevernas analyser av relationer mellan kvantiteter, samt
algebraiska resonemang.

Generalisering: | artikel 1 beskrevs olika kvalitativa nivaer av algebraiskt
tankande med stod av Krutetskii (1976). Ett algebraiskt tankande beskrivs sa
till vida som generalisering presenterat i fyra olika kvalitativa nivaer; (1)
elever kan inte ens med stéd och hjélp generalisera enligt vedertagna
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beskrivningar; (2) elever kan generalisera med stdd av redskap enligt
vedertagna beskrivningar men gor det inte helt korrekt; (3) elever
generaliserar sjalvstandigt enligt vedertagna beskrivningar efter en viss
mangd 0vning; och (4) elever gor korrekta generaliseringar oberoende av vad
undervisningen innehallit.

Fokus: | artikel 1 analyserades dven vad eleverna fokuserade i sina
jamforelser utifran hur Cai och Knuth (2011) beskriver algebraiskt tankande.
De beskriver att ett sadant tankande har fokus pa: (1) relationer mellan
kvantiteter och inte enbart pa berdkningar av numeriska exempel; (2)
operationer och deras inverser, det vill sdga vad berdkningar gor och vad som
gor dem ogjorda A+x-x=A; (3) bade I6sningen och representationen av
I6sningen inte enbart sjalva losningen; (4) bade numeriska och algebraiska
symboler, exempelvis bade siffror och bokstaver; samt (5) innebdrden av
likhetstecknet som att representera likhet inte att signalera en berékning (Cai
& Knuth, 2011, s. ix, min egen 6versattning).

Karaktar: | artikel 2 beskrives karaktaren pa algebraiskt tankande med stod
av saval Davydov (2008/1986) som Radford (2015, 2018). Bada dessa
forskare beskriver att algebraiskt tdnkande involverar elevers analyser av
aritmetiska relationer. Davydov (2008/1986) beskriver att detta satt att
tdnkande inbegriper: (1) introduktion till relationer mellan kvantiteter; (2)
upptackten av kvotforhallanden mellan kvantiteter; (3) bildandet av reella tal;
samt (4) upptédckten att alla operationer har en struktur. Radford (2015, 2018)
beskriver att algebraiskt tdnkande inbegriper: (1) resonemang av obekanta; (2)
noteringen av obekanta genom verbalt sprak, gester och okonventionella
symboler samt kombinationer av dessa notationer; samt (3) analyser dar
okanda kvantiteter behandlas som om de var kénda.

Relationer: | bade artikel 2 och 3 identifierades vilka relationer mellan olika
kvantiteter som eleverna arbetade med. Dessa relationer utgjorde exempel pa
aritmetiska strukturer, och ett sddant arbete dar relationerna &r i fokus istallet
for numeriska exempel tillhér dven grundldggande aspekter av algebraiskt
tdnkande (Davydov, 2008/1986; Radford, 2015, 2018). Relationerna som var
aktuella kunde beskrivas som additiva (addition och subtraktion) samt
multiplikativa (multiplikation och division).

Algebraiska resonemang: | artikel 4 undersoktes innehallsliga aspekter i ett
algebraiskt tankande. Till stod for detta anvandes beskrivningen av tva
kédrnaspekter for algebraiskt ténkande: systematiskt symboliserad
generalisering, samt syntaktiskt guidade resonemang (Kaput, 2008). Dessa
karnaspekter analyserades i artikeln enligt det som Kaput (2008) beskriver
som aritmetiska strukturer vilka han exemplifierar med de strukturer som ED-
programmet fokuserar. En annan analys som gjordes utifran Kaputs (2008)
beskrivningar av algebra gallde elevernas arbete med generella kvantiteter i
modeller for att forsta tal i brakform.
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Metodiska Overvaganden i undervisningsutvecklande
forskning

De tva forskningsprojekten ar kvalitativa till sin natur, det vill saga artiklarnas
kunskapsansprak &r att bidra med forklarande och beskrivande aspekter av i
det har fallet algebraiskt tdnkande och arbete med larandemodeller. For att
besvara de Overgripande forskningsfragorna har manga metodiska
overvaganden diskuterats under arbetets géang. Overvagandena beror bade den
data som producerades och det analysarbete som genomfordes i de fyra
artiklarna.

Dataproduktion

Metodiska 6vervaganden géllande studiens validitet som gjordes i arbetet pa
projektskolan for att starka mojligheten att besvara de tva Gvergripande
forskningsfragorna diskuteras forst.

Forskningsprojektens validitet, det vill sdga mojligheten att besvara
forskningsfragorna paverkades exempelvis av majligheten att bedriva ett
langsiktigt forandringsarbete i nara samarbete med andra larare. | enlighet
med Zuckerman (2012) innebar det forandringsarbete som skulle genomforas
att undervisningen utgjorde ett forskningsarbete sa val som elevernas
ordinarie undervisning. Projekt av det hér slaget behdver darmed leva upp till
och ta stallning till 6vervaganden bade i relation till huruvida de besvarar
specifika forskningsfragor och hur en pagaende ordinarie och samtidigt
forandrad undervisning fortloper (Davydov m.fl., 2003). Valet av skola blev
darfor ett av de forsta Overviganden som var tvungen att goras. Att vélja en
skola dar den deltagande forskaren ar kand och fortrogen med rutiner kan bade
underlatta och forsvara arbetet (jfr Floyd & Arthur, 2012). Ett exempel pa
fordelar som var avg6rande i valet var mojligheten att utnyttja redan
upparbetade veckovisa planeringstillfallen, dar uppgiftsdesign och
lektionsdesign redan var i fokus. | dessa planeringstillfallen upplevde vi att
bade undervisningen och forskningsprojekten samtidigt skulle kunna vara i
fokus sasom Davydov med flera (2003), Radford och Roth (2017) och
Zuckerman (2012) beskriver som reflektioner pa tva olika nivaer. En
kortsiktig niva handlade om elevernas fortlopande utveckling fran en lektion
till en annan. Har diskuterades fragor som handlade om néasta steg i
utvecklingen, och hur enskilda elevers utveckling fran en dag till en annan
skulle se ut. Den andra, den mer langsiktiga nivan fokuserade s6kandet av svar
pa mer 6vergripande fragestallningar i projekten. Harvidlag stalldes alltsa krav
pa att undervisningen hela tiden var systematiskt organiserad, sa att bada dessa
aspekter fick det utrymme de kravde och var vérda att fa (jfr Davydov,
2008/1986). Det har argumenterar Davydov (2008/1986) och Zuckerman
(2012) om som att praktiknara forskningsprojekt behover vara sa strukturerad
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att mojligheten att svara upp mot teoretiska utgangspunkter vid design och
framforallt vid forandring av densamme blir méjliga att urskilja.

En annan aspekt som ocksa var avgorande i évervagandet om vilken skola
projekten skulle genomforas pa handlade om kollegornas intresse och
mojlighet att inga i arbetet. De fragor som skulle kunna besvaras i den har
typen av undervisningsutvecklande forskning skulle vara beroende av den
lokala larargrupp som var med i projekten och deras forstaelse av
forskningsobjektet, vilja av att samarbeta, de undervisande ldrarnas
skicklighet och engagemang, samt elevernas intresse och engagemang pa
forskningslektionerna (jfr Cobb & McClain, 2002; Zuckerman, 2012).

Andra évervaganden som handlade om att data skulle vara trovardiga ror
bland annat situationer som uppstod framforallt i forskningsprojekt 2. Det
handlade om de situationer nér forskningslektioner tog en vandning som inte
alls kunde forutses. Ibland intréffade saker i lektionerna som inte gick att félja
i den dokumentation som fanns tillganglig och det blev darfor svart att pa
riktigt avgora vad som paverkat utfallet av en lektion (jfr Zuckerman, 2012).
Sadana situationer gallde adven forskningslektioner som snabbt behdvde
forandras, flyttas eller helt stillas in, dokumentation som oplanerat blev
bristfallig, eller annat oplanerat som gjorde lektionerna oanvandbara som data
for analysarbete. Beslutet att dokumentera en relativt stor méngd lektioner och
riskera en stor mangd data visade sig darfor vara avgorande for validiteten att
besvara forskningsfragorna.

Ett ytterligare exempel pa Overvagande gallande trovardighet gallde
utmaningen att genomfora langsiktiga projekt pa grund av bland annat
elevomflyttningar och lararbyten. Designen av  projekten eller
forskningsfragorna utvecklades inte utifran nagra enskilda elever eller larare,
de fokuserade istéllet den undervisning som genomfordes. Undervisningen
sker oberoende av om elever flyttar eller om nagon av lararna slutar.
Resultaten som framkom ur forskningsprojekten och resultaten i de ingaende
artiklarna géllande algebraiskt tdnkande och arbetet med larandemodeller kan
istallet ses som mojligheter till utveckling av undervisning utifran ett samlat
kunnande i den lokala larargruppen.

Analysarbetet

Metodiska évervaganden gallande kvalitetsaspekter i analysarbetet diskuteras
nedan utifran kriterier kopplade till validitet, objektivitet, reproducerbarhet
och precision sasom dessa kriterier diskuteras av bland andra Kilpatrick
(1993) och Niss (2018).

Validitet for analysarbetet diskuteras utifran trovardighet och
begransningar att besvara forskningsfragorna. For att 6ka trovardigheten ar
designen och genomforandet av forskningsprojekten med de ingaende
learning study projekten beskrivna tidigare i detta metodkapitel. Denna
beskrivning har jag haft for avsikt att ska vara sa transparant som bara majligt.
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Aven nedslag i den lokala larargruppens designarbete av undervisningen finns
redovisad dar gruppens dilemman och évervaganden finns beskrivna i relation
till nagra larandeuppgifter, larandemodeller och larandehandlingar. Detta
arbete dokumenterades med en tanke att kunna presenteras for att Oka
forstaelsen for arbetet med den undervisning eleverna var deltagare i och
dérmed &ven oka validiteten for hela arbetet.

Validiteten i arbetet géllde aven analyserna av vad larandeverksamheterna
Oppnade upp for gallande det algebraiska tdnkandet. Detta tdnkande grundades
i elevers handlingar i samspel med lararen déribland de utvecklade
matematiska resonemangen i lektioner och elevintervjuer. Mdjligheten att
identifiera ett algebraiskt tankande togs i beaktande utifran att forskare inom
féaltet for early algebra pavisat svarigheter med att urskilja och explicitgora
matematiska aspekter i elevers handlingar (Carraher m.fl, 2008; de Freitas &
Sinclair, 2012; Radford & Roth, 2017). Inom early algebra beskrivs dven ett
begynnande algebraiskt tankande (Zazkis & Liljedahl, 2002) bortom krav pa
géangse matematisk nomenklatur i elevidsningar. Roth och Radford (2011) och
Ernest (2006) diskuterar i relation till detta hur semiotiska och
verksamhetsteoretiskt inspirerade analysmetoder som inkluderar elevers
gester, kombinationer av modeller, symboler, bilder och verbalt sprak kan
tolkas och systematiseras for att analyseras som matematiska inneborder.
Genom att beskriva sadana handlingar som  utvecklades i
forskningslektionerna genom tata narrativ kunde tecken pa det som definieras
som algebraiskt tdnkande identifieras. De av larandeverksamhet inspirerade
analysfragorna, foreslagna av bland andra Daniels (2015) och Eriksson
(2017), utgjorde hdrvidlag en mdjlighet att komplettera narrativen och
tydliggdra handlingar som kunde tolkas som algebraiskt tdnkande. Narrativen
visade sig sarskilt verksamma for att fa fram detaljer av algebraiskt arbete i
lektioner dér eleverna arbetade med ett som Radford (2018) ben&dmner faktiskt
och kontextuellt symboliserande.

For att 0ka validiteten anvéndes flera olika beskrivningar av algebraiskt
tankande. En sammanslagen beskrivning av ett algebraiskt tankande fick pa
sa vis en mangfasetterad bredd. Algebraiskt tankande beskrevs som olika
fokus i elevernas handlingar (Eriksson, 2019), olika karaktarer av handlingar
(H. Eriksson, 2018), olika grader av generalisering (Eriksson, 2019), samt som
ett samspel med olika matematiska innehdll (Eriksson & Sumpter,
accepterad).

Objektiviteten i forskningsprojekten var i likhet med annan
undervisningsutvecklande forskning inte av karaktéren att resultaten kan
generaliseras till all matematikundervisning for unga elever (jfr Carlgren,
2012; Kullberg m.fl., 2020). Avsikten med de ingaende forskningsprojekten
var inte att uttala sig om vad som alltid hander i en sddan undervisning. Men,
objektiviteten i projekten var av det slaget att resultaten fran dem kunde
generaliseras till att paverka &ven andra undervisningssituationer som de
deltagande lararna genomférde (jfr Kullberg m.fl., 2020). Detta bekréftades i
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verksamhetsrapporter av de deltagande lararna och deras kollegor pa
projektskolan. Kullberg med flera (2020) visar aven att resultat fran den har
typen av forskning kan generaliseras och anvandas som utgangpunkt for andra
larare pa andra skolor som reflekterar Gver undervisningsdesign. Runesson
och Gustafsson (2012) pavisar dock i empiriska studier hur detaljer av hur ett
innehall behandlas i en undervisning kan generaliseras mellan olika
klassrumssituationer.

Metodiskt hanterades fragor gallande reproducerbarhet av analysresultaten
dels som en empirisk fraga gallande hur analyserna kunde reproduceras i det
fortlopande analysarbetet, dels huruvida resultaten forstarkte tidigare
forskningsresultat eller inte (Strijpos m.fl., 2006). De analyser som
genomfordes i de olika artiklarna reproducerades salunda genom olika
metoder. Den fenomenografiska kategoriseringen i artikel 1 prévades mot
analyser av utfallsrummet genomforda av tva oberoende forskare med god
insikt i den fenomenografiska analysmetoden i enlighet med vad Larsson
(1986) skriver fram som kvalitetsaspekter av fenomenografisk analys. Dessa
forskares analyser 6verensstamde till 80 % respektive 85 % med avseende pa
att rekonstruera utfallsrummet till givna kategorier (Eriksson, 2019). | artikel
2 och 3 kunde resultatens reproducerbarhet till viss del relateras till tidigare
forskning. I artikel 3 understdds resultaten med resultat fran andra empiriska
studier genomforda exempelvis av Freudenthal (1975). Vara resultat indikerar
att dessa resultat aven galler undervisning i flersprakiga klassrum (Eriksson &
Eriksson, 2020). Vara resultat kunde ocksd ses som ett svar gallande
dilemman framskrivna av Norén och Andersson (2016), dar vara resultat i
samklang med dessa forskares resultat pavisar maojligheter till flersprakiga
elevers utvecklande av agens i arbetet med matematiska begrepp. I artikel 4
genomfordes analysseminarier dar olika forskares enskilda analysarbete
jamfoérdes och diskuterades (Eriksson & Sumpter, accepterad).

Precisionen av resultaten fran forskningsprojekten diskuteras utifran den
transparens av genomf@randet av undervisningen som var mgjlig. de Freitas
och Sinclair (2012) diskuterar, forvisso utifran universitetsstudenters arbete,
svarigheterna med att fanga och ta hansyn till data utover skriftliga
Iésningarna i analyser av elevers visade kunnande i arbeten i matematik.
Elevernas skriftliga arbeten samlades in dven i de tva forskningsprojekten.
Men, for att fa fatt i elevers visade kunnande genom detaljer av observerbara
handlingar finns fa andra dokumentationsmetoder an videoupptagningar fran
lektioner som ar mojliga (Roth & Radford, 2011). Metodiska dvervaganden
géllande videodokumentationen av de genomforda lektionerna tog avstamp i
Cole (2013) samt Roth & Radford (2011). For att ¢ka precisionen i
analysarbetet dokumenterades lektionerna exempelvis med tva kameror vilket
beskrivits i avsnittet om data har ovan. Kamerans begransningar att fanga
mimik och handrorelser pa film blev ibland pataglig i datamaterialet (jfr Cole,
2013). Antalet dokumenterade lektioner, som ocksa beskrivits tidigare i
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metodkapitlet, var aven det ett beslut for att 6ka mojligheten till precision i
analysarbetet.

Precisionen i den fenomenografiska analysen begrénsades av att
filmkvaliteten ibland inte gjorde det mgjligt att analysera eleverna handlingar
i arbetet med jamforelser. Precisionen kunde rdddas genom att mattnad
uppstod efter analys av i analysarbetet, det vill sdga inga fler kategorier kunde
formuleras trots analys av flera intervjuer (jfr Marton, 1981).

Etiska Overvdganden

De bada forskningsprojekten organiserades som bade utvecklingsprojekt och
forskningsprojekt och skulle alltsa folja de etiska forsknings-principer som
fanns presenterade i Vetenskapsradet (2002). For att presentera och illustrera
resultat i de fyra ingdende artiklarna har aven Vetenskapsradet (2017) samt
europeiska etiska koder sasom exempelvis RESPECT — presenterat av
ALLEA-AII European Academies, 2013 (CODEX, 2020) legat till grund for
etiska stallningstaganden. Elever och larare ar exempelvis mycket sparsamt
presenterade i de publikationer som genererats. Inga bilder pa personer som
kan medféra att de kan identifieras har publicerats®.

Bada forskningsprojekten fokuserade undervisning jag som larare och
specialpedagog har erfarenhet av fran lagstadiet. Jag har provat att algebraiskt
diskutera strukturer mellan kvantiteter med elever i dessa aldersgrupper och
aven sjalv forsokt utveckla larandeverksamheter i olika elevgrupper. Utifran
syftet att utveckla och utforska larandeverksamhet diskuteras darfor nagra
forskningsetiska stéllningstaganden som gjorts utifran min roll som forskare i
projekten (Alderson & Morrow, 2011; CODEX, 2020; Floyd & Arthur, 2012;
Zuckerman, 2012). En kortfattad sammanfattning 6ver denna roll finns som
redan skrivits i tabell 4 pa sidan 62.

Projekten innebar att interna etiska stdllningstaganden som beskrivs av
exempelvis Floyd och Arthur (2012) behdvde goras gallande forskarens
kédnnedom om forskningsobjektet (undervisningen i foreliggande arbete) och
kannedom om den verksamhet (skolan och dess organisation). Utifran att vara
observator i forskningslektionerna med erfarenhet fran en egen undervisning
kunde jag diskutera detaljer med de deltagande undervisande lararna pa ett
sétt som inte varit mojlig om jag sjalv inte provat leda en larandeverksamhet.
Jag visste hur det kanns nar alla elever ville svara pa alla fragor samtidigt och
hur svart det kunde vara att valja elevargument som tydligast leder till det mal
som satts upp for en lektion. Undervisningen innebar att manga sekundsnabba
beslut behdvde goras av lararen. | designarbetet av uppgifterna kunde vi
reflektera 6ver vara gemensamma erfarenheter.

Interna etiska stéllningstaganden gallde &ven kénnedom om elever och
larare utdver det som ingick i forskningsprojekten. | méten med de deltagande

9 Studierna genomfordes innan genomférande av GDPR.
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lararna var fragor rérande enskilda elevers fortskridande utveckling precis lika
viktiga som majligheter att besvara Gvergripande forskningsfragor
(Zuckerman, 2012; jfr Sargeant & Harcourt, 2012). Stéllningstaganden
behovde darfor goras vid presentation av forskningsresultat géallande vilken
information som var ngdvandig for att resultaten skulle bli transparanta med
en finkéanslighet for vilken information som var nédvéndig att redovisa. Av
den anledningen har jag avsiktligt valt att endast mycket begrénsat redovisa
fakta om den aktuella projektskolan. Risken att regler i en etablerad
verksamhet forblev outtalade sasom exempelvis Alderson & Morrow (2011)
varnar for fick bli ett underordnat risken att lamna ut for mycket information
om elever eller larare. Jag hade for avsikt att under hela projekttiden avsatta
tid for gemensamma diskussioner utver ordinarie moten for att lararna inte
vid nagon tidpunkt skulle kanna sig Overgivna eller utlimnade at den
undervisning vi gemensamt designat (jfr Sargeant & Harcourt, 2012).

Interna etiska stallningstaganden handlade ocksa om hur projektskolan
skulle kunna sakerstalla att de delar av forskningsprojektet som sag ut att ge
positiva resultat kunde bli rutinverksamhet pa skolan (jfr Zuckerman, 2012).
En projektskola i den hér typen av forskningsprojekt kan behova sékerstélla
att elever fortlopande far mojligheter att arbeta med det som visat sig vara
framgangsrikt trots att larare slutar och nya larare borjar samt att analyser och
framskrivande av forskningresultaten tar lang tid. Eftersom projektskolan var
del av min ordinarie arbetsplats kunde vi dven efter projektens slut fortsatta
arbetet med uppgifterna. Skolan blev inte endast en dataproducerande enhet
utan arbetet kunde fortsatta som ett utvecklingsarbete.

Externa stéllningstagande (jfr Floyd & Arthur, 2012) handlade exempelvis
om hur information gallande syftet med projekten och olika moment som
skulle komma att inga skulle delges deltagarna. Deltagarna har informerats
om att de har ratt att avbryta sin medverkan om och nér de sa 6nskar, och om
att de kommer att vara anonyma nér forskningsresultat publiceras. Information
om projekten har delgivits skolchef i kommunen och rektor pa aktuell skola
(forskningsprojekt 1 under varen 2012 och forskningsprojekt 2 under varen
2014). Personalgruppen pa berord skola fick information om projekten som
bade skolutvecklingsprojekt och forskningsprojekt. | forskningsprojekt 2
genomfordes ett forsta informationsmaéte i mars 2014 med vardnadshavare i
forskoleklass och i september samma ar i arskurs 1. Vardnadshavare har sedan
fortlépande informerats vid méten med skolan foraldrarad och tematiska
foraldramoten som ordnas varje termin pa projektskolan. Vardnadshavare har
vid dessa presentationer fatt prova uppgifter eleverna arbetar med och vi har
diskuterat skillnader och likheter med annan undervisning. All denna
information har erbjudits pa flera sprak. Tolkar har varit anstallda for att tolka
till de olika sprak som det funnits behov for. Eleverna har informerats
fortlopande under arbetets gang. Vi har diskuterat fragor som; Gor vi nagot
annorlunda? Varfor kallar vi detta for ett projektarbete? Varfor ar det viktigt
att filma dessa lektioner? Ar det skillnad att arbeta under en lektion som filmas
mot att arbeta under en vanlig lektion? Responsen fran samtliga
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informationstillfallen, bade mail-ledes till skolchefer och rektorer, och
muntligt och skriftligt till vardnadshavare och elever var att samtliga
fortlépande ville ta del av relevant information om hur arbetet fortskred.

Medgivande for deltagande i forskningsprojekten har skrivits pa av
vardnadshavare och av eleverna. Detta medgivande har skrivits pa infor varje
lasar. De vardnadshavare som i projektar 3, for tredje gangen var tvungna att
skriva pa samtycket reagerade pa att detta var en onddig procedur. Men for att
sakerstalla att ingen av eleverna tyckt att nagot varit jobbigt med
filmdokumentationen insisterade vi om detta fornyade samtycke. De av vara
vardnadshavare som fanns pa annan ort har respektive klasslarare haft kontakt
med via mail. Ett skriftligt godkannande via mail har vi da raknat som en
underskrift. Det vi aven ansag som viktigt var att alla familjer fick relevant,
begriplig och tillrackligt ingaende information sa att de med sakerhet visste
vad de gav medgivande till. Vi var ytterst noga med att de tolkar vi anvédnde
kunde svara pa fragor om att medgivandet innebar deltagandet i undervisning
och intervjuer som planerades att genomfora tillsammans med eleverna
fortlopande i projektet. Aven larare har skrivit pA medgivande om att delta i
projektet. Det var viktigt att lararna gavs majlighet att forsta vad det innebéar
att medverka i ett projekt i en namngiven skola dar anonymitet pa ett for
forskningen vanligt sétt inte kan etableras men dar integritet och respekt ar
centralt. Under ett av de tre projektaren valde en mentor i en av klasserna
aktivt att inte vara deltagare i projektet. Detta kunde tillgodoses utan att
projektet dventyrades eller att nagon utelamnades for sitt stallningstagande.
Ldrarna i de aktuella parallellklasserna undervisade i samtliga elevgrupper och
samtliga larare var inbjudna till seminarier och dvrigt arbete med projektet.

Nyttjandet av filmer som spelades in kom att diskuteras vid ett
informationstillfalle. Eleverna ville vara sékra pa att filmerna inte skulle visas
for foraldrar eller vara anledning till att de inte fick godkéant i nagot av skolans
amnen ifall de svarade fel pa nagon fraga. Muntligt infor alla, bade elever och
vardnadshavare garanterade vi att dessa farhagor inte pa nagot vis skulle
besannas. Det vi fatt tillstand till ar att anvanda filmerna i de lokala och
nationella forskningsgrupperna for att analysera det matematiska innehallet i
lektionerna, ingenting annat. Filmfilerna spelades pa losa minneskort,
mellanlagrades pa en kodad harddisk for att slutligen arkiveras pa Hogskolan
Dalarnas forskningsdatabas.

Konfidentialitet och speciellt kravet pa anonymitet var precis som i annan
praktiknara forskning svart att forhalla sig till i de tva forskningsprojekten.
Total anonymitet ar inte mojlig att uppna i sadan forskning (Floyd & Arthur,
2012). Arbetet pa skolan fick uppmarksamhet i den lokala skolorganisationen,
manga andra skolor kande till projekten. De larare och elever som deltagit vet
att de varit med och vet vilka andra som ocksa deltagit i projekten. Dock &r
det foga troligt att nagon kan identifiera nagon enskild person pa grundval av
den information som kommer att publiceras i avhandlingen. Kravet pa
konfidentialitet har foljts satillvida att elever har fatt fingerade namn sa att de
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inte kan identifieras vid handhavande av datamaterial eller vid publicering (se
Vetenskapsradet, 2002, 2017). Nar namnen avidentifierades togs hansyn till
genus och de avidentifierade namnen &r tankta att signalera att eleverna pa
projektskolan kommer fran flera olika sprakkulturer. Léararna bendmns
”lararen” 1 allt publicerat material.
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De fyra artiklarna

En metodisk sammanstéllning av de fyra ingaende artiklarna finns i tabell 4

nedan.

Tabell 4

Sammanstallning av metodiska aspekter i de fyra artiklarna

Artikel NOMAD PME ESM ESM
Studie 1 Studie 2 Studie 3 Studie 4

Forsknings- Vad &r det vi ser att sker i Vilka handlingar blir ~ Hur kan modellarbetet Motségelsefulla resultat i

fragornas klassrummet? meningsskapande kompensera for brister pa olika forskningsstudier

grund relaterat till tal i gemensamt
brakform? undervisningssprak?

Syfte Utforska hur en Forstas vad som kan Utforska elevers (6-8 ar, Undersoka ett
algebraisk ses som tecken pé nyanlénda till Sverige) matematiskt resonemang
larandeverksamhet kan elevers algebraiska handlingar i relation till gallande algebraiskt och
péverka elevernas sitt att tankande utifran framvéxande algebraiskt aritmetiskt tdnkande om
erfara deras tankande nar de deltarien  tal i brakform.
kvantitetsjamforelser. meningsskapande larandeverksamhet som

handlingar nér de rér hela och rationella tal.
utforskar kvantiteter.

Data Elevintervjuer 8k 1 i LS lektion nr 5 fran  Forskningslektioner &k LS lektion nr 5 frén
forskningsprojekt 2 forskningsprojekt 1 loch2i forskningsprojekt 1

forskningsprojekt 2

Kunskaps Jamforelser av kvantiteter ~ Tal i brakform via  Olikheters transformation Tal i brékform via

objekt jamforelser till likheter jamforelser

Analys Fenomenet jamforelser Handlingar riktade Rorelsen av olikheters Matematiska egenskaper

enhet mot kunskapsobjekt, transformation till som sammanbinder

dvs verksamheten likheter, dvs argument till matematiska
verksamheten resonemang

Observerade Handlingar riktade mot Handlingar riktade Handlingar riktade mot Argument

enheter kunskapsobjektet grundar mot kunskapsobjektet Matematiska egenskaper
uppfattningar kunskapsobjektet

Problem- Jamforelser Likhet konstrueras Olikheter Likheter konstrueras av

situationer av olikhet olikheter

Modell Algebraiska symboler Algebraiska Algebraiska modeller Algebraiska modeller

arbete Linjemodeller modeller Linjemodeller
Gester Fysiska ting

Sprak och gester

Ramverk for Fenomenografi Lérandeverksamhet Léarandeverksamhet fér Kollektiva matematiska

analys transformationer av resonemang

kunskapsobjekt

Algebraiskt/ Cai Knuth (2011) Radford (2014a) Davydov (1982) Kaput (2004)

aritmetiskt Krutetskii (1976) Davydov (2008) Yeong & Dougherty Steffe Olive (2011)

tédnkande (2013)

Min roll som Projektledare for Design av lektion Projektledare for Projektledare for

forskare utvecklingsprojekt Ledare av LS projekt  utvecklingsprojekt. utvecklingsprojekt.

Genomfdrde intervjuerna
Analys med larare
Resultaten
rekonstruerades av
forskare kunniga i
fenomenografi

Observerat lektioner
Ensam analys som
reflekterats Over i
forskarseminarier

Observerat lektioner
Ensam analys som
reflekterats over i
forskarseminarier

Observerat lektioner

Tva oberoende analyser
som diskuterats i
forskarseminarier
Resultaten samstammiga i
olika elevgrupper
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Sammanfattning av de ingaende artiklarna

| det foljande kapitlet sammanfattas de fyra ingaende artiklarna.
Sammanfattningarna presenterar syfte, frgestéllningar, dataproduktion och
analysarbete, samt ett sammanfattande resultat.

Artikel 1, Algebraic thinking and level of generalisation: students’
experiencing of comparisons of quantities,

Acrtikel 1, som &r publicerad i Nordic Studies in Mathematics Education 2019,
presenterar resultat fran en studie som genomfordes i syfte att utforska vilket
erfarande av jamforelser arbetet i en larandeverksamhet kunde utveckla hos
eleverna. Forskningsfragorna som besvarades var: vilka kvalitativt skilda
uppfattningar av jamforelser som kan identifieras och vad som indikerar
algebraiskt tankande i elevers olika uppfattningar av detta fenomen.

Data bestod av transkriberade elevintervjuer dar elever i arskurs 1, efter att
ha arbetat ungeféar en termin med uppgifter inspirerade av ED-programmet,
arbetade med att jamfora tva olika kvantiteter av klossar. Analysen
genomfordes i relation till fenomenet jamforelser av kvantiteter. Elevernas
handlingar géllande dessa jamfOrelser observerades och analyserades
fenomenografiskt. Krutetskiis (1976) beskrivning av olika nivaer av
generalisering anvandes for att forsta olika kvalitativt skilda uppfattningar.
Elevernas algebraiska tankande identifierades darefter med stéd av Cai och
Knuths (2011) beskrivning av vad som kan ses vara i fokus i ett sadant
tdnkande. Resultatet av den fenomenografiska analysen utmynnade i tre
kvalitativt skilda satt att erfara jamforelser av kvantiteter, se tabell 5.

Tabell 5

Resultatkategorier i artikel 1 med erfaranden av jamforelser

Kategori Fokus i elevernas handlingar Niva av generalisering
1) Numeriskt rdknande Specifika numeriska véarden Nivé 1 — Ingen generalisering
2) Identifierande av relationer Modeller och symboler Nivé 1 — Ingen generalisering

Niva 2 — Separata modeller
Niva 3 — Visst stod

3) Bevarande av relationer Modeller och symboler i Niva 4 — Eget reflekterade med
samverkan samverkande modeller
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Den férstnamnda kategorin med enbart numeriskt raknande innebar, grundat
i Krutetskiis definition, inget generaliserande av algebraisk karaktér. Kategori
tva innebar att antingen symboler eller linjemodeller anvandes men dessa
redskap kombinerades inte. Kategori tva innebar &ven att olika kvantiteter
angavs med en och samma symbol eller att olika symboler angavs med enbart
stoéd av intervjuaren. Kategori tre innebar att symboler och linjemodeller
introducerades och kombinerades med varandra sa att jamforelserna
fortydligandes utover vad vi arbetat med i lektionerna. | den har tredje
kategorin anvandes symboler, linjemodeller och de fysiska tingen enligt
gangse matematiska regler for att argumentera for jamforelserna. Elevernas
erfaranden av jamforelser av kvantiteter tolkades darfor att vara pa en hogre
niva av generalisering i kategori tre dn i kategori tva. De tva sistnamnda
kategorierna inneholl tecken pa algebraiskt tankande i form av handlingar som
fokuserade relationer mellan kvantiteter och 16sningar med symboler som inte
enbart var siffror i numeriska svar.

Resultatet indikerar saledes att eleverna som arbetat drygt en termin med
uppgifterna i ED-programmet utvecklat kvalitativa skillnader i erfaranden av
jamforelser av kvantiteter. Deras erfaranden inkluderade algebraiskt tdnkande
men &ven numeriskt aritmetiskt tankande. Elevernas algebraiska tdnkande
inkluderade aven olika nivaer av generalisering.

Artikel 2, Identifying algebraic reasoning about fractions

Artikel 2 ingar i Proceedings of the 42nd Conference of the Psychology of
Mathematics Education 2018 som ett paper av tre i ett Colloguium om ED-
programmet. Syftet var att utforska tecken pa elevers algebraiska tankande
utifran deras meningsskapande handlingar nar de utforskade tal i brakform via
jamforelser av kvantiteter. Handlingar riktade till kunskapsobjektet bendmns
i den hdr artikeln meningsskapande handlingar (jfr Radford, 2015) men i det
Ovriga avhandlingsarbetet larandehandlingar (jfr Davydov, 2008/1986).
Forskningsfragan som besvarades géllde vad som indikerar algebraiskt
tdnkande identifierat genom elevers meningsskapande handlingar nér de
analyserar kvantiteter.

Data utgjordes av lektionstransskript fran den femte lektionen i learning
study projektet i arskurs 4 i Forskningsprojekt 1. Eleverna och lararen arbetade
gemensamt med att identifiera och l6sa problemet att ange en langd med en
annan langd som métenhet. Den maétenhet de skulle anvanda att mata med
kunde inte anges som enbart ett heltal (Eriksson, 2019).

Olika sekvenser i forskningslektionen identifierades beroende av hur olika
strukturer av tal i brakform synliggjordes med inspiration av Radford (2015).
Sekvenserna konstituerades av de larandehandlingar som fokuserade
kunskapsobjektet tal i brakform (jfr Davydov, 2008/1986). Sekvenserna,
beskrivna som téta detaljrika narrativ (jfr Daniels, 2015) analyserades med
hjalp av analysfragor som berérde vilka férandringar av kunskapsobjektet som
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kunde identifieras samt vilka meningsskapande handlingar som gjorde dessa
forandringar mojliga. Ett avslutande steg i analysen fokuserade dessa
meningsskapande handlingar genom analysfragan som berérde vilka
handlingar som kunde identifieras som ett begynnande algebraiskt tdnkande i
enlighet med Radfords (2014a) beskrivningar?

Resultatet indikerar algebraiska resonemang nér elever med stéd av en
larare analyserade och mejslade fram den additiva och den multiplikativa
relationen som finns inbyggt i ett tal i brakform. Det algebraiska resonemanget
utvecklades i arbetet med en gemensam larandemodell. Karaktérer av
algebraiskt tdnkande i detta modellarbete identifierades som:

1) anvandandet av olika enheter i jamforelserna (enheten som skulle
matas, matenheten och den lilla enheten som matenheten skulle métas
med)

2) noterandet av variabler (Svart for enheten som skulle métas, H for
matenheten de hela roda stavarna och en liten bit till respektive d/v
for delen av métenheten)

3) opererandet med okénda kvantiteter (Svart = H + en liten bit till).
Algebraiskt tankande identifierades alltsa i form av larandehandlingar (jfr
Davydov, 2008/1986) som forvandlade ett kunskapsobjekts fran en abstrakt
potentialitet till ett konkret realiserande (jfr Radford, 2015).

Artikel 3, Learning actions indicating algebraic thinking in
multilingual classroom

Artikel 3 ar skriven tillsammans med Inger Eriksson och publicerad i
Educational Studies in Mathematics 2020. Syftet med artikeln var att utforska
6 till 9 ar gamla elevers handlingar som indikerade algebraiskt tankande.
Eleverna deltog i en potentiell larandeverksamhet om positiva heltal och
rationella tal som utvecklades i flersprakiga klassrum. Artikeln satter i och
med detta ljus pa den verksamhet dar samtliga forskningslektioner har
genomforts — i klassrum dar elever inte har ett gemensamt skolsprak eller
likartade erfarenhet av matematik. Undervisningen bedrivs dock till
overvagande del pa svenska. Specifikt undersoker artikeln en tes om att
larandemodeller genom algebraiskt tdnkande skulle kunna 6verbrygga
otillrackliga sprakfardigheter. Tesen & grundad i antagandet att
kunskapsobjekt behdver goras transparenta i en undervisning dér inte enbart
spraket tas i bruk som redskap for att méjliggora detta (jfr Adler, 2001, 2019).
Forskningsfragorna som besvarades riktades mot innehallsliga aspekter av att
transformera olikheter till likheter och berdrde vilka handlingar som indikerar
algebraiskt tdnkande nér eleverna resonerar om tal i lektioner utformade som
larandeverksamhet, samt vad som tyder pa att larandemodellerna som
utvecklades kan 6verbrygga otillrackliga sprak-fardigheter.
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Data utgjordes av tva forskningslektioner ur forskningsprojekt 2. En lektion
genomfordes i arskurs 1 och en i arskurs 2. Bada lektionerna utgick fran
olikheter representerade av antal (arskurs 1) och av langder (arskurs 2).
Analysarbetet utgick fran transskript fran lektionsfilmerna dar elevernas
reflektioner Over relationer mellan kvantiteter fokuserades genom de
verksamhetsteoretiska analysfragorna som handlar om vem som gor vad med
vad i vilket syfte och med vilka redskap (jfr Daniels, 2015). Narrativ skapades
utifran transkripten och dessa narrativ kompletterades med transskript och
fortydligande illustrationer. Utifran narrativen identifierades elevernas
larandehandlingar i deras arbete med ldrandemodellerna (Eriksson &
Eriksson, 2020).

Resultaten signalerar att de olikheter som skulle transformeras till likheter
kunde utgora en kollektiv problemsituation som var positiv for elevernas
engagemang. Att grunda matematiska uppgifter pa mer vardagliga situationer
riskerar ofta att olika vardagliga erfarenheter sétts i fokus i stéllet for det
matematiska innehallet. Detta har visat sig sarskilt patagligt i flersprakiga
elevgrupper pa grund av bade sprakligt, kulturellt och matematiskt skilda
erfarenheter (jfr Barwell m.fl., 2016; Norén, 2015).

Resultaten indikerar vidare att olika matematiska redskap som samverkar
och utvecklas till larandemodeller kan utgoéra ett potentiellt stéd for
kommunikation nar deltagare i en undervisning talar olika modersmal.
Larandemodellerna utvecklas fran att vara separata redskap utan inneborder i
relation till de olikheter som skulle transformeras. Resultaten visar att eleverna
identifierade att en av kvantiteterna behdvde utgora en utgangspunkt for att
olikheterna skulle kunna transformeras till likheter, vilket verkade utgéra en
kollektiv drivkraft for eleverna att engagera sig i ett modellarbete. Klossarna
som anvandes i arskurs 1 presenterades av lararen medan linjemodellerna
konstruerades av eleverna. Modellarbetet initierades av eleverna i det
gemensamma arbetet med att konstruera likheter. Detta skedde gemensamt pa
tavlan dér eleverna utvecklade modellen tillsammans. Eleverna i arskurs 1 var
engagerade i modellarbetet, medan de i mindre utstrackning reagerade pa
handhavandet med de fysiska klossarna. | arbetet med modellerna reflekterade
eleverna éver synliga aspekter, exempelvis att linjemodellerna tydliggjorde
likheter genom tva lika langa strackor. De reflekterade aven Gver mer
abstrakta aspekter av transformationen av olikheter till likheter, exempelvis
att tva kvantiteter kan vara lika oberoende hur tatt olika fysiska objekt befinner
sig. De larandemodeller som utvecklades av eleverna inkluderade algebraiskt
tankande sa till vida att de fokuserade relationer mellan kvantiteter (se t.ex.
Davydov, 1982; Yeong & Dougherty, 2013) genom att explicitgéra dem enligt
nedanstaende figur 10. Modellerna utvecklades till att inkludera innebordsliga
aspekter av transformationerna som fokuserades.
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Figur 10

Larandehandlingar som indikerar algebraiskt tdnkande
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Modellarbetet inkluderade arbete med fysiska klossar, utsagor innehallande
algebraiska symboler, grafiska modeller i form av linjemodeller, samt
elevernas verbala sprak och gester. Sammanfattningsvis finns alltsa
indikationer pa att det som beskrivs som transparens av ett kunskapsobjekt
inom ett sociokulturellt perspektiv, vilket kan se som nodvandig i flersprakiga
klassrum (jfr Adler, 2001), skulle kunna mojliggéras genom elevernas
kollektiva arbetade med larandemodeller.

Artikel 4, Algebraic and fractional thinking in collective
mathematical reasoning,

Artikel 4 ar skriven tillsammans med Lovisa Sumpter och accepterades i
november 2020 for publicering i Educational Studies in Mathematics. Syftet
med studien som presenteras i artikel 4 var att underséka hur matematiska
resonemang som utvecklades i forskningslektionerna inkluderade algebraiskt
och aritmetiskt tankande om tal i brakform. Forskningsfragorna grundades i
de skiftande resultaten i tidigare forskning som antingen beskriver att algebra
bor introduceras i matematikundervisningen efter att elever utvecklat
matematiska formagor rorande tal i brakform (t.ex. DeWolf m.fl., 2015;
Lamon, 2020; Norton & Hackenberg, 2010), att dessa matematiska omraden
interagerar (Kaput m.fl., 2008), eller att algebra bor utgora inslag redan i den
inledande matematikundervisningen for att synliggéra grundldggande
aritmetiska strukturer (Davydov, 2008/1986; lzsak & Beckman, 2019;
Schmittau, 2011; Venenciano & Heck, 2016). Forskningsfragorna som
besvarades var (1) vilka matematiska egenskaper som haller samman
argumenten nar elever analyserar tal i brakform, (2) vilka aspekter av
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algebraiskt och aritmetiskt tdnkande som dessa egenskaper indikerar och (3)
pa vilka satt som algebraiskt och aritmetiskt tdnkande interagerar i dessa
kollektiva matematiska resonemang?

Data producerades i tre forskningslektioner i dar tal i brakform utforskades
av elever och larare tillsammans. Forskningslektionen var den femte learning
study lektionen i arskurs 4 och likartad design pa en lektion i arskurs 3 och en
i arskurs 5. Uppgifterna eleverna arbetade med tillsammans i forsknings-
lektionerna var designade med inspiration av Davydov och Tsvetkovich
(1991) och syftade till att eleverna skulle fa mojlighet att arbeta med strukturer
gallande tal i brakform. Eleverna skulle bland annat erbjudas majlighet att
arbeta med tre olika enheter (1) en enhet som skulle maétas, (2) en enhet att
méta med och (3) en minsta enhet att mata matenheten med. Elevernas arbete
med dessa tre enheter kan beskrivas med foljande ekvationssystem dar H ar
hela métenheter, a &r antalet hela méatenheter och r &r resten utdver de hela
maétenheterna:

aH < SvartellerBla< (a+1)H (1)
Svart eller Bla = aH + rH (2)

m
rzzs,déirH:ns;a,m,n ezt (3)

Analysarbetet som genomfordes i flera steg inleddes med att olika
uppgiftssituationer (TS) i de kollektiva matematiska resonemang som
utvecklades i lektionerna identifierades enligt Lithner (2008, 2017).
Kollektiva aspekter av resonemangen bestod i att alla barn i en barngrupp var
med och férvéntades bidra till de resonemang som tog form (Sumpter &
Hedefalk, 2015). Olika argument identifierades med stdd av Lithner (2008)
samt Hedefalk och Sumpter (2017). De matematiska egenskaper som
lankande samman argumenten i resonemangen identifierades som algebraiskt
tankande med std av Kaput (2008) och som téankande om tal i brakform med
stéd av Steffe och Olive (2010).

Resultaten tolkas som att i de kollektiva resonemangen férekommer
argument som &r identifierande, initierande, implementerande och
utvérderande. De argument som analyserats som identifierande forekom i de
inledande delarna av de matematiska resonemangen. Nagra liknande
identifierande argument verkar inte finnas presenterade i tidigare studier om
matematiska resonemang. | lektionerna ar det dessutom eleverna i flersprakiga
klassrum som illustrerar dessa argument. Ovriga argument — initierande,
implementerande och utvarderande — som ocksa presenteras i resultaten
Overensstammer med tidigare analyserade egenskaper av argument (Bergqvist
& Lithner, 2012; Hedefalk & Sumpter, 2017; Lithner, 2008). De argument
som analyserats ldnkades samman av de matematiska egenskaperna (a)
olikheter, (b) tre olika enheter, samt (c) additiva och multiplikativa relationer
inom ett tal i brakform. Dessa matematiska egenskaper var av bade algebraisk

68



och aritmetisk karaktar i relation till tinkande om tal i brakform. Resultaten
indikerar dessutom ett ménster for hur algebraiskt tdnkande och tdnkande om
tal i brakform kan interagera i ett matematiskt resonemang. Detta monster
identifierades i samtliga av de tre analyserade lektionerna. Monstret illustreras
med en matris fran inledningen av lektionen i arskurs 4, se tabell 6.

Tabell 6

Monster av algebraiskt tankande och schema for tal i brakform

Deluppgift  Argument Egenskap Algebraiskt Tal i brdkform
resonemang

TS (identifierande)  olikhet Analys av strukturer

SC initierande Boérja med helheten Helheten bestér av delar®
C utvérderande S<(at+t1)H Analys av strukturer

SC initierande Andra métenheter Benamner tal i brakform
TS (identifierande) Ny olikhet Analys av strukturer

C utvérderande qH+en liten  bit  Analys av strukturer Dela métenheten i delar!

tslg_aSH +r1H

Tabell 6 tydliggor att det algebraiska tédnkandet och tdnkandet om tal i
brakform interagerade mellan argumenten av typen initierande och
implementerande, medan de bada karaktarerna av tankande fanns invavda i
varandra i utvarderande argumenten i resonemangens slutsatser. Implikationer
for undervisning utifran resultaten ar bland annat att kollektiva matematiska
resonemang skapar mojligheter for elever till identifierande argument av
algebraisk karaktér i inledningen av ett resonemang knutet till ett kollektivt
problemldsningsarbete. Algebraiskt tankande skulle i sa fall utgora ingangen
till ett kollektivt arbete. Algebraiskt tankande skulle sedan kunna forstas som
ett samspel med aritmetiskt tdnkande i ett matematiskt resonemang. For att
forsta exakta mekanismer for detta samspelande i kollektiva matematiska
resonemang behovs ytterligare studier goras.

10 Den svarta som skulle métas var den hela och de réda méatenheterna var delarna.
11 En rod matenhet utgjorde helheten som var tvungen att delas i mindre enheter.
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Sammanfattande resultat

Resultatet av arbetet i de tva forskningsprojekten ger signaler om att
larandeverksamhet som designredskap for undervisning kan mdojliggora
utvecklingen av elevers kollektiva algebraiska resonemang i flersprakiga
klassrum. Arbetet i forskningsprojekt 2 innebar att de fragor som lararna
stallde forandrades under de tre ar som projektet pagick. Arbetet innebar aven
att bade larare och elever fortlépande utvecklade en vana att gemensamt
formulera matematiska problem, att gemensamt utveckla larandemodeller,
samt att arbeta pad tavlan och reflektera Gver innehallsliga aspekter av
matematik.

Resultaten i de ingdende artiklarna rorande de tva Gvergripande
forskningsfragorna sammanfattas nedan. Forst presenteras indikationer pa
algebraiskt tankande i arbetet med larandemodeller. Dérefter presenteras
resultaten gallande hur ldrandemodellerna utvecklades i forsknings-
lektionerna, samt vilka karaktarer pa larandehandlingar arbetet 6ppnade upp
for.

Identifierat algebraiskt tankande

Det algebraiska tdnkandet som mdojliggjordes i arbetet med modellerna
identifieras utifran olika aspekter i de fyra olika artiklarna. | artikel 1
identifierades elevernas algebraiska tankande som olika kvalitativa nivaer av
generalisering. Elevernas initiativ till hur olika redskap kunde anvéndas och
samverka var Kriterier for dessa nivaer. Elevers algebraiska tankande blev
synligt i 16sningar savél som i svar pa jamforelser av kvantiteter, i deras arbete
med relationer mellan kvantiteter, samt hur de representerade kvantiteter med
bade algebraiska och numeriska symboler och grafiska modeller (Eriksson,
2019). | artikel 2 identifierades algebraiskt tankande utifran karaktirerna pa
elevernas handlingar da olikheter transformerades till likheter. Handlingarna
kan beskrivas som analyserande géllande relationer mellan kvantiteter samt
modellutvecklande utifran att modellerna var generella till att bli mer specifika
for de respektive jamforelserna. Dessutom opererade eleverna med okénda
kvantiteter (H. Eriksson, 2018). Ett algebraiskt tankande indikerades ocksa
nér eleverna analyserade relationer mellan kvantiteter i artikel 3 genom
transformationerna addition och subtraktion samt kombinationer av dessa
operationer. Eleverna genomférde analyserna med algebraiska symboler och
grafiska figurer som representationer for generella varden (Eriksson &
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Eriksson, 2020). I artikel 4 finns indikationer pa att algebraiskt tankande och
tankande om tal i brakform interagerade i de resonemang som tog form i
lektionerna. Resonemangen inleddes med argument av algebraisk karaktér, de
olika typerna av tdnkande samspelade sedan mellan olika argument, for att
avslutas med att de olika typerna av tdnkande var sammanflatade inom ett och
samma argument i elevernas slutsatser i resonemangen (Eriksson & Sumpter,
accepterad).

Arbetet med larandemodeller

Arbetet med larandemodeller har explicit studerats i artikel 2 och artikel 3.
Den overgripande forskningsfragan for avhandlingen rérande larande-
modeller besvaras i tva olika stycken har nedan. Det forsta stycket fokuserar
pa hur larandemodeller kan utvecklas, och det andra fokuserar pa vilka
karaktarer pa larandehandlingar som denna utveckling 6ppnar upp for.

Larandemodellerna utvecklades nér elever och l&rare arbetade i kollektiva
problemsituationer pa en gemensam whiteboard (H. Eriksson, 2018; Eriksson
& Eriksson, 2020). | arbetet med larandemodellerna tog bade elever och larare
initiativ till specifika detaljer av ett innehall (Eriksson & Eriksson, 2020).
Elevernas engagemang inkluderade olika redskap som médjliggjorde
formaliserade reflektioner i form av algebraiska resonemang i de kollektiva
situationerna (H. Eriksson, 2018; Eriksson & Eriksson, 2020). Léararna
stéttade elevernas argument med redskap, symboler och pavisande av
motsattningar genom fragor och utmaningar. Resultaten visar att
larandemodellerna forandrades under lektionens gang. Forandringen av
modellerna foljde ett moénster som kan ses vara lika i de analyserade
lektionerna. Larandemodellerna utvecklades fran att vara rudimentart
tentativa utan nagon annan innebdrd dn att de pavisade olikheter i det skede
da eleverna paborjade jamforelserna. Larandemodellerna framstod sedan som
prelimindra i och med att eleverna initierade och gav forslag pa redskap for
sitt utforskande av jamforelser. | ett tredje skede blev larandemodellerna av
mer prototypisk karaktar dar olika redskap och handlingar samverkade i att
pavisa aspekter av kunskapsobjektet. Slutligen utvecklades larandemodellerna
till att bli symboliska enligt kriterier fér symbolik inom early algebra.

Foréandringarna av larandemodellerna verkade &ven Oppna upp for
larandehandlingar av fyra olika karaktdrer. Handlingar av identifierande
karaktér var ssmmankopplade med en rudimentér tentativ larandemodell som
utgick fran algebraiska argument. Handlingar av initierande karaktar var
sammankopplade med prelimindra larandemodeller i form av enskilda
redskap som &nnu inte tagits i bruk for utforskande arbete. Handlingar som
var formaliserande och som var sammankopplade med prototypiska
larandemodeller tycktes dppna upp for algebraiskt tdnkande. Slutligen de
fjarde och provande larandehandlingarna var sammankopplade med en
symbolisk larandemodell.
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Diskussion

Foljande diskussion tar sin utgangspunkt i syftet for avhandlingsarbetet; att
utveckla och utforska en undervisning som kan frdmja algebraiskt tdnkande
for flersprakiga elever 6 till 12 ar gamla. Ett grundantagande var att ett
algebraiskt tankande kan utvecklas genom deltagande i larandeverksamhet
som préglas av kollektiva matematiska resonemang gallande relationer mellan
kvantiteter av positiva hela och rationella tal.

Diskussionen belyser: (1) larandeverksamhet som teoretiskt redskap for
undervisningsdesign, (2) larandehandlingar som uttryck for algebraiskt
tdnkande, (3) larandemodeller i en algebraisk undervisning.

Larandeverksamhet som teoretiskt redskap for design av
undervisning

Ett av de Overgripande resultaten fran de bada projekten &r att
larandeverksamhet som ramverk for design av undervisning kan gora det
mojligt att utveckla kollektiva resonemang av algebraisk karaktar i
flersprakiga klassrum. Detta galler matematiska resonemang utvecklade aven
av sa unga elever som i grundskolans arskurs 1. Resultaten fran projekten visar
att i de lektioner som utvecklats i riktning mot en larandeverksamhet har
eleverna varit med och formulerat problem och identifierat det kunnande som
de behover utveckla. Elevernas delaktighet i att formulera problemet kan ses
som en betydande skillnad jamfort med mer traditionell matematik-
undervisning som ofta vilar pa en idé om att fardigt formulerade problem och
uppgifter ska kontextualiseras i sddana vardagliga situationer som man tanker
att eleverna har erfarenheter av (Schmittau, 2003). | flersprakiga klassrum har
det i tidigare studier visat sig att de eleverfarenheter som en mer traditionell
undervisning bygger pa riskerar att stjalpa mer an hjalpa elever i arbetet med
den matematik som asyftas (Adler, 2001, 2019). Det kan vara svart att hitta
gemensamma situationer att utgad fran beroende av att elever ofta har olika
sprakliga och kulturella erfarenheter samt olika erfarenheter av matematik
(Norén, 2015). For att gora innehallsliga aspekter transparenta behévde darfor
uppgifterna i de tva forskningsprojekten goras rena fran andra aspekter an det
matematiska innehall som eleverna forvantades att utveckla kunnande om
(Adler, 2001; 2019). Studier dar en algebraisk undervisning iscensétts som
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inkluderar utvecklingen av larandemodeller kan darfor ge viktiga svar pa de
utmaningar som skrivs fram inom matematikdidaktisk forskning speciellt
gallande flersprakiga elevgrupper (Barwell m.fl., 2016; Lerman, 2006;
Radford & Barwell, 2016). Resultaten fran de ingaende artiklarna kan darfor
ses som inlégg i diskussioner om hur matematiska resonemang kan utvecklas
i kollektiva situationer (Lerman, 2006; Planas & Valero, 2016). Undervisning
som bygger pa resonemang och kommunikation samt en sociokulturellt buren
idé om ett kollektivt gemensamt innehall skulle foljaktligen kunna vara
designad som en larandeverksamhet (Fleer & van Oers, 2018; Moxhay, 2008;
Planas & Valero, 2016).

Resultaten fran arbetet visar att algebra kan utgéra grund for introduktionen
till matematik tillsammans med elever 6 — 12 ar. | likhet med tidigare
forskning kan undervisning i algebra i de lagre arskurserna innebéra att larare
stalls infor fragor om vilka normer som behover etableras i undervisning
(Kilhamn & Saljo, 2019, van Oers, 2001). Ldrare som vill utveckla elevers
formagor att arbeta algebraiskt brottas i Kilhamns och Saljos (2019) studier
med fragor som kan relateras till socio-matematiska normer, det vill séga till
fragor som rér hur det matematiska innehallet ska behandlas i undervisningen
(Kilhamn & Saljo, 2019; Yackel & Cobb, 1996). Dartill kan laggas
erfarenheter fran tidigare forskning om larandeverksamhet (van Oers, 2001)
och fran de i avhandlingen ingaende artiklarna (Eriksson & Eriksson, 2020)
dar elevernas initiativ till att pavisa innehallsliga aspekter och svarigheter
ocksa ar viktiga. Resultaten i artiklarna visar att det inte i forvag gar att veta
exakt vilka svarigheter som kommer att lyftas av eleverna (jfr Zuckerman,
2012). Darfor kan lararna inte félja nagon i forvag uppgjord manual utan bara
ha en plan for vilket innehdll och vilka modeller som ska fokuseras och
samtidigt behover l&rarna vara lyhorda for elevernas initiativ (Schmittau,
2003). Larandeverksamheten kan saledes innebara att nya normer och nya
traditioner behdver utvecklas i undervisningen. Léarandemodeller som
inkluderar algebra kan ge mojligheter att rekonstruera teoretiska begrepp i den
inledande matematikundervisningen, vilket bekréftas av tidigare forskning av
exempelvis El’konin (1999b) och Davydov (2008/1986). Sammantaget
pavisar detta stora krav pa lararen som ledare av innehallsfokuserade samtal.

Ett resultat av arbetet med forskningsprojekten som inte &r presenterat i
nagon av artiklarna, men som dnda kan framsta som viktigt att diskutera, visar
att bade larare och elever stegvis utvecklade en vana att uppréatta
larandeverksamhet. De lektioner som valts ut som data till de ingaende
artiklarna ar samtliga hamtade fran slutfasen av de bada projekten. | projekten
blev de larandemodeller som utvecklades i lektionerna med tiden fler, och
elevernas initiativ att bade introducera och implementera modeller i sina
argument okade. P4 sa satt bekraftas tidigare forskning om larandeverksamhet
som visar att bade elever och larare kan behdva trana pa att arbeta i en sadan
verksamhet och trana pa att utveckla larandehandlingar for att fokusera ett
specifikt innehall i ett kollektivt arbete med larandemodeller (Davydov m.fl.,
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2003; Gorbov & Chudinova, 2000; Zuckerman, 2004, 2012). Larande-
verksamhet fokuserar specifika redskap i kollektiva situationer dar alla
inblandade finns i transformationsprocesser med att skapa nagot nytt géllande
ett specifikt objekt (Arievitch & Haenen, 2005; Engestrom, 1987, 2016; Roth
& Radford, 2011). Elever utvecklar fortrogenhet att arbeta med de specifika
kunskapsobjekten, larare blir efter hand mer fortrogen med att undervisa om
kunskapsobjekten och forskaren utvinner kunskap om elevers och larares
larande, vilket leder till att allas tankande transformeras av och i verksamheten
(Arievitch & Haenen, 2005; Arievitch & Stetsenko 2000; Kozulin 1997,
2003).

En undervisning designad enligt larandeverksamhet forvantas 6ppna upp
for att elever staller fragor till varandra, reflekterar pa varandras svar och finns
med vid tavlan for att konstruera larandemodeller. Hur detta gors mojligt
diskuteras vidare utifran resultaten i artiklarna gallande algebraiskt tankande
och hur arbetet med larandemodellerna utvecklades.

Larandehandlingar som algebraiskt tdnkande

Det algebraiska tdnkande som identifierats i lektionerna har analyserats i
elevernas handlingar riktade mot abstrakta enheter i arbetet med att konstruera
likheter. Dessa handlingar kan ses som larandehandlingar och diskuteras har
nedan utifran hur de manifesterades: (a) i analyser av relationer mellan
kvantiteter, (b) som olika nivaer av generalisering, samt (c) i kollektiva
algebraiska resonemang.

Relationer mellan kvantiteter

Resultaten fran artiklarna visar att eleverna fick majlighet att analysera och
reflektera 6ver strukturer inom aritmetik. De strukturer som synliggjordes i
elevernas larandehandling var riktade mot relationer mellan kvantiteter vilka
utgjordes av bade additiva relationer och multiplikativa forhallanden (H.
Eriksson, 2018, 2019; Eriksson & Eriksson, 2020; Eriksson & Sumpter,
accepterad). Enligt tidigare forskning ar algebra och grafiska modeller
exempel pa redskap som kan stétta elevernas reflektioner om relationer mellan
kvantiteter (Davydov, 1982; Davydov & Tsvetkovich, 1991; Yeong &
Dougherty, 2013). Resultaten i artiklarna visar att eleverna utvecklade ett
algebraiskt tdnkande i sina analyser och reflektioner.

Resultaten i artikel 2 och artikel 4 visar att eleverna utvecklade handlingar
som fokuserade analyser av relationer genom att arbeta med: (1) tre olika
enheter, (enheten som skulle métas, métenheten och den lilla enheten som
métenheten skulle mé&tas med), (2) noterandet av variabler i modeller
(exempelvis: Svart for enheten som skulle métas, H for den r6da méatenheten
och en liten bit till respektive d/v for delen av matenheten), samt (3)
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opererandet med okanda kvantiteter (Svart = H + en liten bit till). I jamforelse
med tidigare forskning innebdr detta att de larandeverksamheter som
utvecklades 6ppnade upp for handlingar som kan tolkas som algebraiskt
tdnkande trots att eleverna annu inte kan formell algebra (Kaput, 2008;
Kiearan, 2018; Kiearan m.fl., 2016). Resultaten i artikel 1 och artikel 3 visar
att eleverna anvéande symboler och modeller for att reflektera dver additiva
relationer och multiplikativa forhallanden, dar symbolerna och modellerna i
vissa situationer &ven samverkade (Eriksson, 2019; Eriksson & Eriksson,
2020). Aven dessa handlingar kan enligt tidigare forskning tas som
indikationer pa algebraiskt tankande (Schifter, 2018). Analyser av relationer
mellan kvantiteter ar féljaktligen mojliga att genomféra i den inledande
matematikundervisning for att ge stdd till utvecklingen av de unga elevernas
algebraiska ténkande. Enligt Schifter (2018) ar det specifikt studier av
relationer inom aritmetik som utgor styrkan med att tidigt hjélpa eleverna att
utveckla algebraiskt tankande. Artiklarna ger alltsd ett bidrag till
matematikdidaktisk forskning med exempel pad uppgifter som fokuserar
relationer mellan kvantiteter, nagot som tycks saknas i laromedel som anvands
i svensk matematikundervisning (Brating m.fl., 2019; Palm Kaplan, 2019).

Resultaten ovan bekraftas dven av tidigare forskning genomford i syfte att
utforska hur elever kan arbeta med relationer mellan kvantiteter (Polotskaia,
2017; Polotskaia & Savard, 2018; Schifter, 2018), hur elever kan arbeta med
multiplikation (Yeong & Dougherty, 2013), samt hur de kan arbeta med tal i
brakform (Davydov & Tsetkovich, 1991; Simon & Placa, 2012; se &ven
Eriksson, 2015). Samma typer av handlingar utvecklas aven nér lararstudenter
arbetar med uppgifter (Mellone m.fl., 2018).

Resultaten som presenteras i de ingaende artiklarna utgor dven ett bidrag
till matematikdidaktisk forskning géllande vilken ordning elever bér mota
olika matematiska innehall. Forskare skriver fram nodvandigheten av att
elever forst utvecklar goda formagor att arbeta med exempelvis tal i brakform
for att lyckas med algebraiska resonemang (Lamon, 2020; Norton &
Hackenberg, 2010; Reeder, 2017). Resultaten av de ingaende artiklarna visar
tvartemot detta att algebra kan anvandas for att utveckla forstaelse for bland
annat tal i brakform. De ingaende artiklarna ger saledes tillsammans med
tidigare studier om och med ED-programmet implikationer att algebra kan
utgora en utgangspunkt for matematiska resonemang redan i den inledande
matematikundervisningen (Mellone & Tortora, 2017; Polotskaia, 2017;
Yeong & Dougherty, 2013, Simon & Placa, 2012; Venenciano & Heck, 2016).

Arbetet i forskningslektionerna skedde i linje med Davydov (1982; 1990;
2008/1986) som menar att elever behover urskilja och arbeta med relationer
mellan kvantiteter med stod av bade algebra och numeriska exempel. Ett
specifikt exempel ges i de tva artiklarna 2 och 4 dar elever analyserade
relationer inom ett tal i brakform med stod av bade numeriska och algebraiska
symboler samt linjemodeller. Eleverna arbetade da med en additiv relation
mellan heltalsdelen och brakdelen, samt ett multiplikativt forhallande mellan

75



téljare och namnare (H. Eriksson, 2015, 2018; Eriksson & Sumpter,
accepterad). Mojligheten att urskilja dessa relationer ar kopplad till arbetet
med abstrakta enheter (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Eleverna behover
urskilja en enhet som &r den kvantitet som ska matas, en enhet som utgor
métenhet och en tredje kvantitet som utgér en enhet for att mata dven
maétenheten (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Arbete med numeriska exempel
dar traditionen bjuder att elever istéllet ska arbeta med delar och helheter for
att utveckla forstaelse av tal i brakform kan enligt Davydov (1990) ge empirisk
forstaelse av strukturer. Ett sadant arbete kopplar Davydov (1990) samman
med utvecklingen av vardagliga begrepp i motsats till teoretiskt tdnkande.

Enligt tidigare forskning kan elevernas reflektiva handlingar aven tolkas
som faktiskt algebraiskt tankande (Radford, 2018) eller ett begynnande
algebraiskt tankande (Zazkis & Liljedahl, 2002). Implikationer finns alltsa att
algebraiskt tdnkande av olika karaktdr och med olika fokus kan utvecklas
genom att elever analyserar och reflekterar éver strukturer inom aritmetik som
komplement till, eller istéllet for, enbart numeriska exempel.

I de ingaende artiklarna har strukturer endast urskilts utifran enskilda
utsagor. Alltsa inte fran resonemang om funktionella samband eller monster-
utvecklingar som annars ar vanliga innehall i early algebra (Blanton & Kapult,
2011; Radford, 2014b). Inom féltet for early algebra argumenterar forskare for
att elever bor arbeta med aritmetiska strukturer gallande relationer och
forhallanden mellan kvantiteter samt funktionella och proportionella samband
(Kaput, 2008; Kieran, 2018; Kiearn m.fl., 2016; Warren m.fl., 2016). Inom
larandeverksamhet kan analyser av en enda utsaga med malet att utforska
aritmetiska strukturer vara vérdefulla som komplement till, eller istéllet for,
numeriskt rdknande i den inledande matematikundervisningen (Cai & Knuth,
2011; Davydov, 2008/1986; Kaput, 2008; Zuckerman, 2004).

Diskussioner om hur elever bdr ges mojlighet att arbeta med relationer
mellan kvantiteter i enskilda utsagor varierar dock inom forskningsféltet.
Inom exempelvis pre-algebra kan eleverna arbeta med att okénda kvantiteter
i utsagor ska bestdmmas till specifika numeriska vérden (Carraher m.fl.,
2006). Inom forskning som talar om begynnande algebraiskt tdnkande
presenterar Radford (2014a) resultat dar elever verbalt med vardagligt sprak
samt med hjalp av gester och noteringar arbetar algebraiskt enligt vad som
bendmns som ett faktiskt algebraiskt tdnkande. Motsvande handlingar som
lararstudenter utvecklar i en studie gjord av Zazkis och Liljedahl (2002)
beskrivs som ett begynnande algebraiskt tdnkande. Inom en algebraisk
undervisningstradition kan relationer goras synliga genom matningar och
jamforelser av kvantiteter och genom operationer med okanda kvantiteter pa
samma vis som om de var ké&nda (jfr Cai & Knuth, 2011; Davydov,
2008/1986; Schmittau, 2003, 2005; Zuckerman, 2004).
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Olika nivaer av generalisering

Genom att designa undervisning som en larandeverksamhet visar resultaten i
artikel 1 att mojligheter skapas for elever i arskurs 1 att erfara jamfarelser pa
tre kvalitativt olika nivaer. Deras erfaranden identifierades som hierarkiska
fenomenografiska kategorier, namligen; (1) numeriskt réknande, (2)
identifierande av relationer och (3) bevarande av relationer (Eriksson, 2019).
I likhet med tidigare forskning signalerar resultaten i artikeln att elever
utvecklar kunnande av bade numeriskt raknande och av att anvanda
algebraiska symboler samt olika grafiska modeller. Detta ger implikationer
om att en tidig algebraisk undervisning inte forsvarar for elevernas formagor
att arbeta med tal och numeriska aspekter av matematik (jfr Brizuela m.fl.,
2013; Schmittua & Morris, 2004). Tvartom pavisar resultat fran tidigare
studier genomférda av Brizuela med flera (2013) samt Schmittau och Morris
(2004) att elever som tidigt arbetat med algebra i kollektivt arbete utvecklar
formagor i bland annat problemldsning av hogre kvalitet an elever i andra
former av undervisning. Tidigare forskningsstudier visar ocksa forbattrade
elevresultat i PISA-undersdkningar for elever som tagit del av den hér typen
av undervisning (Zuckerman, 2004). Eleverna i en algebraisk undervisning
I6ser problemldsningsuppgifter pa flera olika vis jamfort med elever som tagit
del av annan typ av undervisning.

De tva sista kategorierna i artikel 1 visar att elever sjalvstandigt kan arbeta
med andra symboler dn enbart siffror samt att de kan anvanda flera olika
redskap for att argumentera for en I6sning (Eriksson, 2019). | likhet med
tidigare forskning presenterad av bland andra Krutetskii (1976), Mason (2018)
och Schmittau (2003) visar skulle resultatet i artikel 1 kunna tas som
indikation pa att elever sa tidigt som i arskurs 1 kan utveckla algebraiskt
tdnkande i form av generellt tdinkande. Resultaten kan &ven jamforas med
resultaten av en annan fenomenografisk analys géllande erfarande av
relationer mellan kvantiteter presenterad av Tuominen med flera (2018). | den
artikeln analyserades elevernas erfarande av kvantiteter som: (a) nagot som
behover berdknas och (b) nagot som kan relateras. Elevers erfarande av
kvantiteter kan salunda i likhet med erfarande av jamforelse utgoras av dels
numeriskt raknande dels av mer generella aspekter dar kvantiteter relaterar till
varandra. En implikation fran artikel 1 &r att eleverna som arbetat i en
larandeverksamhet &ven uppvisade tva kvalitativt skilda nivaer av att
reflektera generellt genom ett algebraiskt satt att tanka.

Ett annat resultat pa hur eleverna generaliserade kan hamtas fran artikel 3
dar eleverna arbetade med att urskilja innebdrder av addition och subtraktion
utifran transformationer av olika langa linjemodeller och algebraiska uttryck.
Eleverna bendmner olika strackor i linjemodellerna med olika algebraiska
symboler och anger sedan mojligheter att konstruera likheter med hjélp av
uttryck sdsom C = A — B. Eleverna diskuterar saledes subtraktion utifran ett
algebraiskt satt att tdnka, dar linjemodellerna utgor ett stod i deras
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argumentation om vad som utgér helhet och vad som é&r subtrahend av vad
som utgor minuend.

Resultaten i de ingaende artiklarna visar att elevernas arbete tog avstamp i
generella noteringar via algebraiska symboler och linjemodeller (H. Eriksson,
2018, 2019; Eriksson & Eriksson, 2020; Eriksson & Sumpter, accepterad).
Generalisering inom andra typer av undervisning inom early algebra kan till
skillnad fran vad som utvecklades i de ingaende artiklarna utgd fran
aritmetiska operationer. Exempelvis kan eleverna i en algebraiserad elementér
matematik (Britt & Irwin, 2008) som alternativ till arbetet som redovisas i
artikel 3 istallet fa majlighet att urskilja vad addition och subtraktion kan
innebara genom att gora generaliseringar utifran numeriska uppgifter. Ett
exempel kan som tidigare ndmnts utgoras av 47 + 18 — 18 = 47 (Lins & Kaput,
2004). Eleverna kan har se hur addition och subtraktion ar varandras inverser.
Inom pre-algebra fokuserar undervisningen, istéllet for generella noteringar,
pa att eleverna ska rakna numeriskt for att organisera ordningsfoljder och for
att operera med kvantiteter. Arbetet med specifika kvantiteter utgor ingang for
att utveckla generaliseringar. Numeriskt arbete foregar algebraiska uttryck
och eleverna forvantas inte arbeta algebraisk innan de kan arbeta med
specifika numeriska exempel (Carraher & Schliemann, 2007). Den har
undervisningen utgar saledes fran vad Davydov (1990) kallar empiriska
begrepp. Den algebraiska undervisningen som avhandlingen har for avsikt att
utforska grundas saledes i ett arbete med algebra som utgar fran algebraiskt
tdnkande for att utveckla generaliseringar av aritmetik i motsatts till hur
algebraiserad elementdr undervisning och pre-algebra grundar generellt
tdnkande i numeriska exempel.

Kollektiva algebraiska resonemang

De kollektiva matematiska resonemang som utvecklades i tre
forskningslektioner grundades pa att lararen utmanade eleverna att uppleva ett
behov av rationella tal for att representera en likhet (Eriksson & Sumpter,
accepterad). | enlighet med tidigare forskningsstudier utforskade eleverna
rationella tal genom att arbeta med tre olika enheter, ett objekt som skulle
matas, en matenhet och en mindre enhet for att méta &ven matenheten. Alla
dessa tre enheterna behévde eleverna urskilja for att transformera olikheterna
till likheter (Davydov & Tsvetkovich, 1991). Den teoretiska ingangen dar
lararen styrde resonemangen till de olika enheterna tycktes 6ppna upp for
eleverna att engagera sig i att formulera problemet i uppgiften genom
identifierande argument (Eriksson & Sumpter, accepterad).

Elevernas identifierande argument om att “det ir lite for langt” respektive
”det dr lite for kort” i relation till antalet métenheter i jamforelsen kunde
forstas som algebraiska i det att eleverna analyserade en situation matematiskt
utan att enbart anvénda numeriska exempel (Kaput, 2008; Kieran, 2004;
Radford, 2012, 2014b). Ingangen i de kollektiva resonemangen var saledes av
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en algebraisk karaktar, vilket ocksa ar en av grundidéerna i ED-programmet
(Schmittau, 2003, Zuckerman, 2004).

Resultaten i artikel 4 visar att de resonemang som utvecklades efter den
ovan beskrivna ingangen inkluderade ett matematiskt innehall av bade
algebraisk och aritmetisk karaktdr (Eriksson & Sumpter, accepterad). | de
foljande stegen i ett matematiskt resonemang enligt beskrivningen av Lithner
(2008, 2017) urskildes bade aritmetiskt och algebraiskt innehall som
sammanlankande av olika argument. Denna sammanlankning tycktes ske bade
mellan olika argument (mellan initierande och implementerande argument)
och inom ett och samma argument (inom ett och samma utvérderande
argument) i de resonemang som eleverna utvecklade (Eriksson & Sumpter,
accepterad). Detta implicerar, till skillnad fran vad exempelvis Lamon (2020),
Norton och Hackenberg (2010), samt Reeder (2017) skriver fram, att algebra
och aritmetik kan behdva utvecklas parallellt. Resultatet indikerar dessutom
att elever kan behdva anvénda algebra for att utveckla ett aritmetiskt tdnkande,
det vill siga algebra behdver finnas med i undervisningen innan aritmetik
(Davydov, 1990; 2008/1986; Schmittau, 2003; Zuckerman, 2004).

Tidigare forskning har pavisat initierande och implementerade argument i
studier av larares matematiska resonemang (Bergqvist & Lithner, 2012).
Utvarderande argument i slutsatserna av ett kollektivt matematiskt
resonemang har pavisats och definierats av Sumpter och Hedefalk (2015,
2018) dar eleverna aterkopplade till fragor stallda tidigare i resonemangen. De
identifierande argumenten i inledningen till resonemangen tycks daremot inte
finnas pavisade inom forskning av matematiska resonemang. En trolig
forklaring till att de utvecklades i inledningen till en larandeverksamhet kan
vara den problemsituation som designats for eleverna. Enligt
larandeverksamhet maste eleverna fa mojlighet att uppleva ett behov av ett
nytt kunnande och identifiera ett problem som detta kunnande kan losa
(Davydov, 2008/1986; Repkin, 2003). Att identifiera problemet tycktes utgéra
en del av en drivkraft for att 16sa problemet i dessa lektioner. | designarbetet
var det ett kriterium for de lektioner som genomférdes i de tva
forskningsprojekten.

Larandemodeller i en algebraisk undervisning

Arbetet med larandemodeller var centralt i samtliga fyra artiklar &ven om de
var involverade i explicita forskningsfragor endast i artikel 1 och 2. |
respektive forskningslektion utvecklades larandemodellerna i fyra faser.
Dessa fyra faserna identifierades genom den verksamhetsteoretiska fragan
vem som gor vad med vilka redskap och i vilket syfte till resultaten i samtliga
de ingdende artiklarna (jfr 1. Eriksson, 2017).
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Fas 1: Rudimentara larandemodeller — identifierande handlingar

I de analyserade forskningslektionerna introducerades larandemodeller for
olikheter som skulle transformeras till likheter. Larandemodellerna i det héar
skedet av lektionerna utmanade eleverna att representera jamforelser de annu
inte till fullo beh&rskade.

I den hdr forsta fasen av konstruktionsarbetet hade larandemodellerna
karaktaren av att vara rudimentara, det vill saga att det fokuserade innehallet
var &nnu utan innebérd for eleverna (Davydov, 1990; jfr Radford, 2015,
2020). Eleverna bor fa hjalp av modellerna att fokusera abstrakta aspekter av
innehallet (Davydov, 1990). Den har fasen kan jamforas med hur Kaput
(2008) beskriver algebraiskt tdnkande som systematiskt generellt men
syntaktiskt innehallslost. Larandemodellerna i den har fasen behdver vara av
sadan karaktar att eleverna bade engageras i ett problem och identifierar
detsamma (Gal’perin, 1968). Detta till skillnad fran vad som ar mer brukligt i
vasterlandsk undervisning dar elever som namnts ovan arbetar enskilt med
fardigformulerade problem dar eleverna ges en instruktion om hur en uppgift
ska lésas (Kilhamn & Saljo, 2019; Schmittau, 2003), dar eleverna sedan
forvéntas att 16sa uppgiften i enlighet med instruktionen.

De rudimentdra larandemodellerna kan &ven forstds som att de
manifesterade motsattningar med karaktéren av en kritisk konflikt (Engestrom
& Sannino, 2011). | lektionerna i forskningsprojekt 1 verkade det som att de
enskilda eleverna upplevde att de inte kunde genomféra jamforelsen.
Jamforelserna foljde med till ndstkommande del av lektionen. Eleverna
uttryckte da att det var nagot de behovde veta (Eriksson, 2015). Detta verkade
fungerade som en drivkraft for det fortsdtta utforskandet av exempelvis
jamforelser. Problemet av att jamforelserna exempelvis inte gick att
representera med endast hela matenheter blev gemensamt i och med att nagra
jamforelser bearbetades vidare i kollektivt arbete. Lektionen drevs vidare av
en motséttning av karaktaren double bind déar en fortsatt problemidentifikation
blev en kollektiv angelagenhet (jfr Engestrom & Sannino, 2011).

Fas 2: Preliminara larandemodeller — initierande handlingar

| nésta fas av konstruktionen av larandemodellerna togs olika redskap i bruk
pa initiativ av bade larare och elever. Samtliga redskap introducerades och
anvandes kollektivt, de togs i bruk pa en gemensam whiteboardtavla, pa ett
gemensamt bord, eller via projektor som projicerade exempelvis foremal till
tavlan. De redskap som introducerades kunde ses som prelimindra
larandemodeller sa till vida att de i sig inte synliggjorde nagra av de relationer
mellan kvantiteter som lektionerna syftade till att utveckla. Aven andra
forskningsstudier som studerat elevers mojligheter att tanka tillsammans
pavisar att arbetet bor vara kollektivt och ske pa en gemensam plats i
klassrummet (se t.ex. Eriksson m.fl., 2019; Liljedahl, 2016).
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I likhet med vad tidigare studier pavisar som centralt, var de redskap som
initierades i form av symboler och grafiska representationer amnesspecifika
och kulturhistoriskt utvecklade (Kozulin & Kinard, 2008). Det vill séga de
redskap som anvédndes i lektionerna var specifikt dmnade att diskutera
kvantiteter. Redskapen i sig pavisar dock inget innehall. Enligt tidigare
forskning ar det forst i anvdndandet av modellerna (Arievitch & Stetsenko
2000; Roth & Raford 2011), eller ndr modellerna bidrar till att satta ett
kunskapsobjekt i rorelse (Radford, 2015) som innehallet gors synligt. | de
ingaende artiklarna var det de abstrakta enheterna som behdvdes for
transformationen av olikheter till likheter som manifesteras av modellerna.
Larandemodellerna matrealiserade relationer och strukturer i detta innehall
(jfr Arievitch, 2017; Arievitch & Haenen, 2005; Gal’perin, 1992/1978). Med
begrepp fran Kaput (2008) kan vi se att redskapen &r specifika men syntaktiskt
oartikulerade vad gdller de abstrakta enheterna fOr att transformera
olikheterna.

I planeringen infor ett arbete med en larandeverksamhet behdver det goras
en inventering av vilka redskap som kan utvecklas till preliminara och som
kan stotta eleverna i arbetet. Det géller att forutse vad elevgruppen kan initiera.
Bade arbetet i forskningsprojekten och tidigare forskning visar att detta ar en
process larare kan utveckla kunnande om (Gorbov & Chudinova, 2000).

Fas 3: Prototypiska larandemodeller — formaliserande handlingar

Resultaten fran artiklarna som presenterar arbete med larandemodeller fran
lektioner (artikel 2, 3 och 4) likvél resultat fran elevintervjuerna (artikel 1)
visar att olika redskap anvandes for att pavisa samma kunskapsinnehall. De
olika redskapen anvandes tillsammans i vad som kan forstas som prototyper
till mer fullt utvecklade larandemodeller.

De prototypiska larandemodellerna kan forstds som specifika och
syntaktiskt artikulerade (Kaput, 2008). Algebraiska symboler anvandes for att
precisera reflektioner om en linjemodell eller fysiska objekt. Denna utveckling
av larandemodeller kan liknas vid det erfarande av jamférelse som
analyserades till kategori 3 i artikel 1 i Eriksson (2019) dar eleverna
konserverade relationerna och anvénde flera redskap i modellarbetet med
jamforelserna. Relaterat till studier om algebraiskt tdnkande kan elevernas
handlingar med de prototypiska larandemodellerna tolkas som formaliserade
utan att de for den skull foljer formell algebraisk nomenklatur (Cai & Knuth,
2011; Kaput, 2008; Kieran, 2018; Kieran m.fl., 2016; Radford, 2014a). |
likhet med formaliserade handlingar beskrivna i tidigare forskning kan alltsa
handlingarna i forskningslektionerna forstas fokusera strukturer inom
aritmetiken genom utforskande av relationer mellan kvantiteter, fokusera
I6sningar av problemen istéllet for enbart ett numeriskt svar, samt fokusera
I6sningar med bland annat algebraiska symboler och geometriska figurer (jfr
Cai & Knuth, 2011).
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I likhet med vad Gorbov och Chudinova (2000) beskriver behdvde den
lokala larargruppen forbereda fragor till eleverna om hur potentiella
larandemodeller kan forenas till mer prototypiska modeller. Hur detta i detalj
kan ga till behover utforskas i ytterligare studier vilket d&ven Gorbov och
Chudinova (2000) skriver fram.

Fas 4: Symboliska larandemodeller — prévande handlingar
Larandemodellerna i artikel 2 och 4 utvecklades fran de rudimentara
jamforelserna av Cuisenairestavar till linjemodeller och likheter som tog form
som symboliska algebraiska modeller exempelvis S = H + d/v dar H
representerade hela matenheter, d symboliserade delar och v symboliserade
alla vita. En av larandemodellerna i artikel 3 utvecklades till att den
symboliska modellen C = A — B kunde anvandas for att reflektera éver om den
kommutativa lagen gdllde subtraktion. L&randemodellerna utvecklades
saledes aven i en fas dar de fick en symbolisk karaktar. Den symboliska
karaktaren kan jamforas med hur Radford (2018) utforskat tre olika nivaer att
arbeta algebraiskt i en inledande matematikundervisning. Radford (2018)
beskriver en utveckling av algebraiska symboler som faktiska, det vill séga
knutna till ett vardagssprak, som kontextuella, det vill sdga att symbolerna ar
kopplade till den kontext de utvecklas i, samt symboliska, det vill sdga dar
symbolerna representerar okénda eller generella kvantiteter. | enlighet med
Davydov (1990) kan modellerna forstas att ha utvecklats till att vara konkreta
i processen att ett teoretiskt innehall utvecklas fran abstrakt till konkret.
Relaterat till algebraiskt tdnkande kan de symboliska larandemodellerna aven
beskrivas som generella och syntaktiskt innebordsrika (Kaput, 2008).

I likhet med att linjemodeller i lektionerna provades i operationer med bade
addition och subtraktion (Eriksson & Eriksson, 2020) menar tidigare
forskning att en och samma modell kan synliggora flera innebdrder i ett
kunskapsobjekt (Arievitch & Haenen, 2005; Gorbov & Chudinova, 2000).
Samtidigt kan flera modeller synliggdra aspekter av ett och samma
kunskapsobjekt (Arievitch & Haenen, 2005; Gorbov & Chudinova, 2000). |
forskningslektionerna synliggjordes likheter genom bade fysiska objekt och
linjemodeller (Eriksson & Eriksson, 2020).

Reflektioner om mojligheter eller begransningar med en larandemodell tog
séllan form i forskningslektionerna. | forskningslektionerna var det istéllet
lararnas stottande fragor och utmaningar till eleverna av typen; vad var det for
problem? hur kunde vi veta? hur kunde modellen visa det? som gjorde det
mojligt for eleverna att fa syn pa olika aspekter av ett kunnande (Davydov,
2008/1986). Utvecklingen av sadana fragor och hur larandemodellerna ska
kunna utvarderas av eleverna pagar fortfarande pa projektskolan.
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Implikationer

Innan avhandlingsarbetet helt avslutas vill jag framfora nagra implikationer
for undervisning och fortsatt forskning géllande matematikundervisning i de
tidigare arskurserna i grundskolan. Utifran de fyra artiklarna kan jag bidra med
resultat som ger en nagot annorlunda bild av vad som kan framja yngre elevers
matematikkunnande. Inom traditionell matematikundervisning finns ibland
idéer om individualisering dar olika matematiska innehall ska separeras fran
varandra och undervisas i en bestamd ordningsféljd helst specificerad for varje
enskild elev. Det finns aven idéer om att matematiskt innehall som de yngsta
eleverna ska arbeta med bor utga fran deras vardagserfarenheter. Resultaten
av mitt arbete indikerar det motsatta: att de yngsta och aven flersprakiga
eleverna behover fa maojlighet att utveckla kollektiva resonemang som grundar
sig i matematiskt innehallsliga aspekter. Det vill sdga att eleverna behover fa
mojlighet att rekonstruera teoretiska begrepp som utgangspunkt for kollektivt
arbete. Mitt arbete indikerar &ven att dessa elever har gott stéd av att utveckla
ett algebraiskt tdnkande for att utveckla mer kvalificerat matematiskt
kunnande aven relaterat till aritmetik. Det &r tre implikationer av mina resultat
jag sarskilt vill framfora.

Det forsta jag vill framfora handlar om det tdnkande som synliggjordes i
arbetet med larandemodellerna. | larandeverksamheterna representerade
eleverna losningar med bland annat algebraiska symboler och linjemodeller,
alltsa inte enbart med numeriska symboler. Eleverna arbetade med operationer
med ok&nda kvantiteter dar de exempelvis reflekterade 6ver subtraktion som
icke-kommutativt. De analyserade relationer mellan kvantiteter sasom
additiva och multiplikativa relationer. | arbetet anvénde de olika redskap som
samverkade pa olika nivaer av generalisering. Eleverna framforde alltsa
argument med stod av larandemodellerna dér algebraiskt och aritmetiskt
tankande interagerade. Det algebraiska innehallet och innehallet som handlade
om tal i brakform samverkade bade mellan argument och inom ett och samma
argument. Denna samverkan som startade i algebraiskt innehall utvecklades
av eleverna trots att viss tidigare forskning pavisar att elever forst maste
utveckla forstaelse for och lara sig hantera tal i brakform innan de kan arbeta
med algebra.

De larandemodeller som konstruerades i det ovan beskrivna algebraiska
arbetet verkade ha olika karaktdr i olika delar av arbetet med en
problemuppgift. Forst initierades rudimentéra larandemodeller av bade larare
och elever som de tillsammans utvecklade till prelimindra modeller.
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Konstruktionsarbetet som darefter tog vid innebar att prototypiska
larandemodeller utvecklades dar olika redskap togs i bruk for att samspela.
Larandemodellerna preciserades till slut som symboliska som kunde prova
innehallsliga aspekter av det matematiska innehallet i uppgifterna. Detta
konstruktionsarbete mojliggjorde algebraiskt tankande. Grundat i elevfragan i
prologen och det arbete som blev féljden av ett ja pa den fragan tycks det
finnas implikationer for att larandemodeller kan utgdra ett tankeredskap for
elever ocksa i en svensk inledande matematikundervisning. Huruvida olika
karaktarer av ldrandemodeller kan kopplas endast till modeller géallande
relationer mellan kvantiteter eller om de & mer allméngiltiga for fler
matematiska innehall eller for andra skoldmnen behdver studeras vidare.

Det andra jag vill framfora utgar fran idén i larandeverksamhet om att
larande i matematik bor drivas av engagemang i kollektiva problem-
situationer. Uppgifterna vi arbetade med behovde iscensattas som en
gemensam situation dar eleverna var med och arbetade fram problemen.
Uppgifterna behdvde ta form tillsammans med eleverna i helklassdiskussioner
som ibland varade under en hel lektion &ven i arskurs 1. Lararens uppgift i
dessa diskussioner blev att styra fokus mot det som uppgiften var amnad for,
att utmana eleverna, och att fanga in de argument och resonemang som kunde
leda gruppen vidare i de utforskande processerna. Uppgifterna behdvde
designas annorlunda &n de uppgifter som latt finns tillgdngliga for den
inledande matematikundervisningen. Uppgifterna behdvde goras rena fran
andra aspekter an det matematiska innehall som eleverna forvantades att
utveckla kunnande om. I det férandringsarbete som pagick noterade vi sarskilt
elevernas 6kade engagemang att diskutera innehallsliga aspekter i de uppgifter
vi arbetade med. Larandeverksamhet gav salunda implikationer om att nya
socio-matematiska normer utvecklades i undervisningen, det vill sdga det
matematiska innehallet tog form och bearbetades utifrdn andra normer &n
tidigare.

Den tredje och avslutande implikationen jag vill framféra handlar om
undervisning i flersprakiga elevgrupper. Eleverna i de tva forskningsprojekten
kunde med stdd av det kollektiva modellarbetet initiera innehallsliga aspekter
av det kunnande som forskningslektionerna fokuserade pa, och de kunde
interagera med kamrater i resonemang om detta innehall. Arbetet med
larandemodeller i en larandeverksamhet skulle salunda kunna svara upp mot
nagra av de forutsattningar som skrivs fram som nodvandiga for
matematikundervisning i flersprakiga klassrum. Detta ger implikationer om
att ytterligare empiriska studier med larandemodeller i larandeverksamhet
behdver genomforas for att utrona svar pa fragor géllande vad dessa
larandemodeller kan hjélpa elever att utveckla. Detta helt i enlighet med hur
exempelvis Coles (2021) diskuterar géllande resultaten i den tredje artikeln i
detta arbete. | undervisningsgrupper dar elever behéver mer ar sprakliga
redskap for att utveckla kunnande ser larandeverksamhet ut att 6ppna upp for
kollektiva resonemang med stdd i konstruktioner av l&randemodeller.
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Summary in English

This thesis is based on four articles exploring Learning Activity and
mathematics teaching in multicultural classrooms in one project school in
Sweden. The participating students were 6 to 12 years old. Data for the articles
were produced in two different research projects aimed at developing teaching
—Research Project 1 and Research Project 2. The lessons staged in the projects
were designed and reflected on by a local teacher group working
collaboratively in the process of learning studies for teaching. The research is
problem-driven, meaning that the research questions are empirically grounded
in understanding the algebraic thinking developed during a learning activity.

Theoretical frameworks and earlier research

Learning activity was used as a framework for designing the lessons in the
two research projects and as a framework for analyses in two of the articles
(Article 2 and 3). Phenomenography was used as a framework for analyses in
Article 1, and mathematical reasoning was used in Article 4.

Learning activity is based on Vygotsky's (1978) cultural-historical theory
and Leont’ev’s (1978) activity theory (Davydov 2008). Following Vygotsky,
a learning activity is aimed at theoretical thinking. This type of thinking has
to be discerned and understood through the use of subject-specific tools
(learning models) developed through actions (learning actions) in content-rich
learning activities (Morris 2000; Schmittau 2003, 2011). Theoretical thinking
is described as ascending from the abstract to the concrete (Davydov 2008).
Learning activity is also aimed at joint actions to develop student agency to
act and participate in new and independent ways in different activities
(Davydov 2008; Repkin 2003; Rubstov 2013).

Phenomenography was chosen as the analytical tool in order to identify
gualitatively different ways of experiencing comparisons. The analyses
focused on what can be interpreted as forming student expressions related to
the phenomenon of comparing quantities. In phenomenography, a first-order
perspective can be an opinion expressed in relation to a phenomenon while a
second-order perspective concerns how a person experiences a phenomenon
(cf. Marton, 1981, 2015). What a person discerns in a phenomenon depends
on previous experiences (Marton & Booth, 1997). Ways of experiencing thus
vary between individuals; these different ways are described in
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phenomenographical analysis using qualitatively different categories (Marton,
1981, 2015; Marton & Booth, 1997).

Mathematical reasoning is regarded as a line of thought through arguments
linked by mathematical properties (Lithner, 2008). Collective mathematical
reasoning is seen as the results of collective joint activity aimed at meaning
making through arguments and mathematical properties (Sumpter &
Hedefalk, 2015, 2018). Mathematical reasoning can be organised as a process
that includes four different task situations: (1) a (sub) task is explored (TS);
(2) a strategy choice is made (SC); (3) the strategy is implemented (Sl); and,
(4) a conclusion is suggested (C) (Lithner, 2008, 2017). Research has
identified three types of arguments included in mathematical reasoning
(Hedefalk & Sumpter, 2017; Lithner, 2008; Sumpter & Hedefalk, 2018).
Predictive arguments are linked to strategy choice, verifying arguments are
linked to strategy implementation (Lithner, 2008), and evaluative arguments
are linked to conclusion (Hedefalk & Sumpter, 2017; Sumpter & Hedefalk,
2018).

Research related to learning activity and mathematics education is referred
to in the field of early algebra. In this field the ED-curriculum is often referred
to. Grounded in this curriculum studies from all over the world present results
from students work on analyses of arithmetical relationships (Cai & Knuth,
2011; Carraher m.fl., 2006; Dougherty, 2008; Kieran, 2018; Mason, 2018;
Schmittau 2004, 2011; van Oers, 2001; Warren m.fl., 2016; Zuckerman,
2004). As one example Mason (2018) highlights Davydov’s (1990) idea about
young students” emergence of theoretical thinking through ascending
concepts from abstract to concrete. Mason (2018) mentions the work from
Schmittau (2004) regarding relationships between quantities, and Dougherty
(2008) regarding beginning with algebra in the early grades. As usual when
using the ED-curriculum these two examples are grounded in measurement
tasks comparing quantities such as lengths, weights, areas, volumes
(continuous quantities), and numbers of physical things (discrete quantities).

Aim and research questions

The aim of the thesis is to develop and explore teaching possible to promote
algebraic thinking together with young multilingual students six to twelve
years old. One underlying assumption for the aim is that algebraic thinking
can be developed by students participating in learning activities that are
characterized by collective mathematical reasoning on relations between
quantities of positive whole and rational numbers.

The main questions addressed are: (1) What in students work indicate
algebraic thinking identified in learning activities and as experiences of
algebraic thinking? (2) How can learning models manifest in learning activity,
in what ways do learning models change and enhance, and which
characteristics of learning actions are enabled? Question number one is dealt
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with in all the four articles and question number two is dealt with in study two
and three.

Methods

The data used was selected from the two collaborative research projects aimed
at exploring the ED curriculum. The school participating in the projects was
multilingual and multicultural, with a high proportion of students being
second language learners of Swedish. Approximately twenty to twenty-five
mother tongues were spoken at the school. According to national and local
screening mathematics tests, abilities varied in the groups of students. The
young students are not familiar with mathematical concepts either in Swedish
or in another language. The six teachers and the teacher researcher were all
qualified teachers and had 1-10 years of teaching experience. The
approximately ninety research lessons were documented by two video
cameras. The films for the five chosen lessons were transcribed capturing
students and teachers at work. In these transcripts the names of the students
are fictitious and only the teacher and the first author have access to the name
key. All the parents had given written consent for their children to participate
in the project following the standards of the Swedish Research Council
(Vetenskapsradet, 2017). This agreement and other information about the
projects were described to the parents at meetings by mother-tongue teachers
and interpreters.

The analyses in the different articles were conducted using different
methods. In Article 1, verbal and written conversations and student gestures
when working with comparisons of quantities were analysed. Student
experiences of these comparisons were interpreted as hierarchical categories
in relation to these actions. In order to validate categorisation, outcome space
was analysed by two more researchers familiar with phenomenography (cf.
Larsson, 1986; Sin, 2010).

In Article 2 and 3 the focus of the analysis was student learning actions
while reflecting on relationships between quantities. In the first step of the
analyses a chronological narrative description of each of the chosen lessons
was constructed led by questions, such as: “Who is doing what with which
goal? And with the help of which tools?” (cf. Daniels, 2015). These narratives
were illustrated with excerpts from the lessons. When analysing these
complemented narratives tool-mediated and goal-directed actions related to
the object of knowledge were identified (Davydov, 2008; El’konin, 1999a).
Thus, the analyses focused on learning actions and learning models. The
actions were identified in relation to a) who initiated the work (Gorbov &
Chudinova, 2000), b) what the models were used for (Arievitch & Stetsenko,
2000), c) the modelling of the problem situation, what aspects it illustrated
(Davydov, 1990, 2008; El’konin, 1999a), and d) where it was staged (Eriksson
m.fl., 2019).
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In Article 4 analysis was conducted as collective mathematical reasoning.
First the transcripts from the chosen lessons were organised as mathematical
reasoning, thus according to (TS), (SC), (SI), and (C). Then the arguments and
mathematical properties within these reasoning were analysed by two
researchers and the results of these analyses were compared and discussed. In
the next step, we compared the arguments regarding whether they comprised
fractional or algebraic thinking. We identified arguments that include only one
of these properties and arguments containing properties categorised as both
fractional and algebraic thinking.

The four articles

The four articles included in the thesis are presented here as short abstracts.

Article 1: The name of this article is “Algebraic thinking and level of
generalisation: students’ experiencing of comparisons of quantities”. It has
been published in a Special Issue about Early Algebra in NOMAD. The study
explores Grade 1 students’ different ways of experiencing quantity
comparisons after participating in teaching designed as a learning activity for
about six months. The research questions were (1) what qualitatively different
ways of experiencing the phenomenon comparisons of quantities can be
identified among young students who have taken part in an algebraic learning
activity, and (2) what indications of emerging algebraic thinking are
embedded in the students’ different ways of experiencing the phenomenon.
The analysis generated three phenomenographical hierarchical ways of
experiencing comparisons: counting numerically, relating quantities, and
conserving relationships. The first category comprises arithmetical ways of
thinking, whereas the second and third categories comprise algebraic ways of
thinking. These two categories indicated different levels of generalisations,
the highest level in category three. Algebraic thinking was identified as
reflections on relationships between quantities at different levels of
generalisation.

Article 2: This article is a research paper for a Colloquium at PME 42. It is
titled, “Identifying algebraic reasoning about fractions”. The issue in this
paper was to identify algebraic reasoning through student action, during a
lesson, where students and a teacher develop learning models for fraction
numbers. The research question was: What indicates algebraic reasoning,
identified through students’ sense-making actions, when the students are
analysing quantities? The analysis focuses student work, trying to make sense
of the unknown fractional part of a number. The unknown part was elaborated
when the students suggested “adding a little bit more” to construct equality
when comparing two different lengths. The unknown part developed to a
fractional part with help of a learning model containing algebraic symbols:
B=W-+p/a. In this activity, potentialities in student algebraic reasoning were
identified as an additive relationship between the integer and the fractional

88



part of the number, and as a multiplicative relationship between the numerator
and the denominator in this fractional part.

Article 3: This article is submitted to Educational Studies in Mathematics
is titled, “Learning actions indicating algebraic thinking in multilingual
classrooms”. This article discusses algebraic thinking regarding positive
integers and rational numbers when the students are engaged in an algebraic
learning activity proposed by the ED-Curriculum. The research questions
were (1) what actions indicate algebraic thinking among these young students
when they reason around positive integers and rational numbers in lessons
designed as a learning activity in which learning models are used as mediating
tools, and (2) what indicates that the learning models used in collective student
reflections are enhancing mediation and transparency and thus bridging
insufficient language skills in relation to Swedish. The main results of this
article indicate that students through tool-mediated joint reflective actions as
suggested in this curriculum succeeded in analysing arithmetical structures of
positive integers and rational numbers. They were able to reflect on the
general structures of numbers established as additive relationships (addition
and subtraction) as well as multiplicative relationships (multiplication and
division) and mixtures thereof, which is a core foundation of algebraic
thinking. The students used algebraic symbols, line segments, verbal, written
and gesture language to elaborate and construct models related to these
relationships. Elaborated in common experiences staged in the lessons, the
learning models appeared to bridge the lack of common verbal language as
the models visualised aspects of the relationships within numbers in a public
manner on the whiteboard. These learning actions created rich opportunities
for bridging tensions regarding language demands in the multilingual
classroom.

Article 4: This article is also submitted to Educational Studies of
Mathematics. The title is “Algebraic and fractional thinking in collective
mathematical reasoning”, and it examines the collective mathematical
reasoning when students and teachers in Grades 3, 4, and 5 explore fractions
derived from length comparisons, in a task inspired by the ED-Curriculum.
The aim was to investigate collective mathematical reasoning in relation to
algebra and fractions, and the research questions were (1) what mathematical
properties are arguments anchored in when students are analysing the
fractional part of a mixed number, (2) what aspects of algebraic thinking and
fractional thinking are these mathematical properties indications of, and (3) in
what way do algebraic and fractional thinking interplay in collective
mathematical reasoning? The analysis showed that mathematical reasoning
was mainly anchored in mathematical properties related to fractional or
algebraic thinking. Further analysis showed that these arguments were
characterised by interplay between fractional and algebraic thinking except in
the conclusion stage. In the conclusion and the evaluative arguments, these
two types of thinking appeared to be intertwined into one and the same
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argument. Another result is the discovery of a new type of argument,
identifying arguments, concerning the first step of reasoning, the task
situation. In the lessons, the different types of arguments, including the
identifying arguments, were not only initiated by the teachers but also by the
students.

The overall results

The overall results of the research projects signal that it is possible to use
learning activity as a framework for education in Swedish multilingual
classrooms in order to develop collective mathematical reasoning including
algebraic thinking. This brought changed norms in which the teachers and the
students became keen to analyse and formulate mathematical problems
together. They also developed learning models, worked collectively on the
board and commented on mathematical content in collective joint activities.
The results signal that it was possible to develop learning activities that
engaged the students in collective mathematical reasoning. The collective
motive for the reasoning seemed to be the challenge to develop equalities. In
the teachers’ design work, it was never possible to know or decide exactly
what kind of learning models that would be developed in the lessons, it
depended on the student suggestions. The teachers had to prepare for many
kinds of arguments from the students. However, over time this group of
teachers became more and more familiar with what to prepare.

The results from the articles show that algebraic thinking was developed as
different levels of generalisation suggested by Kruteskii (1976), as
formalisation of for example the study of relationships of quantities suggested
by Davydov (1982), Yeong and Dougherty (2013), and finally as symbolising
compared to frameworks as suggested by Kaput (2008), Cai and Knuth
(2011), and Radford (2014a). The results of the articles also show that the
initiative to discuss aspects of the object of knowledge was taken by the
teacher as well as the students. Aspects that the students found hard to
understand could be introduced by the students. As one example a student in
Grade 1 found that equality shown by the line segments also were shown by
the physical things although these things were placed in different ways in two
piles. The students also reflected about the reading direction from left to right
(Eriksson & Eriksson 2020). The teacher supported the students by suggesting
tools, symbols, and making contradictions in questions and challenges. It
seemed that the different tools, different languages, graphical representations,
gestures, and different kinds of symbols made it possible for the students to
reflect on the object of knowledge in an algebraic manner (H. Eriksson, 2018;
Eriksson & Eriksson, 2020). In the collective mathematical reasoning
developed in the lessons, interplay between algebraic and arithmetical
thinking was developed. Different types of arguments were developed, and
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the interplay staged in different ways between different types of arguments,
see Article 4 above (Eriksson & Sumpter, accepted).

Discussion

In the four articles the algebraic thinking and the work on the learning models
were developed as four different characteristics of learning actions, and as four
types of the learning models. These characteristics could be identified when
asking analytical questions from activity theory; Who is doing what, with
what, in what aim? (Daniels, 2015). The characteristics of the learning actions
throughout the process in a lesson were according to the results in the four
articles identifying, initiating, formalising, and examining. Compared to
earlier research these actions can be compared to arguments such as initiating
that was found by Lithner (2008), evaluating arguments found by Hedeflak
and Sumpter (2015). Formalising actions can be explained through research
about algebraic reasoning (Kaput, 2008), and identifying actions can be
compared to Davydov’s (2008) learning actions. The different types of
learning models were identified as rudimentary, preliminary, prototypical, and
symbolic. These types of models are further discussed in the next four
paragraphs.

The first type of learning models, the rudimentary models, developed by
identifying actions were grounded in algebraic thinking regarding the analysis
of relationships between quantities in a more general manner than focus on
specific numbers. The rudimentary models were developed by the students
identifying arguments grounded in algebraic thinking. The students analysed
the problem situations in a more general way rather than using specific
numerical symbols only comparable to what Krutetskii (1976) suggests as
general levels.

The second type of learning models, the preliminary models, were
suggested by initiating arguments by the students and the teacher to suggest
different tools to use in the models.

The third type of learning models, the prototypical models, were
manifested as formulating actions regarding relationships between quantities.
These actions were analysed as algebraic thinking interplaying with
arithmetical thinking (i.e. fractional thinking) (Eriksson & Sumpter,
accepted). The students used algebraic symbols and line-segments to think
together when comparing different quantities (Article 2). They carried out
operations using unknown quantities when reflecting on additive and
multiplicative relationships (Article 3). The students also used algebraic
symbols to reflect on subtraction as non-commutative (Article 3). The
different tools they suggested were used in different levels of generalisation
(Article 1).

The fourth type of learning models, the symbolic models, were specifically
related to the situation the content of the lesson was handled in. Here, the
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students used symbols and line segments that were closely connected to the
object of knowledge. Sometimes these models were the solution of the tasks,
as for example in the lessons in research project 1 (Article 2 and 4). The
student reflections were grounded in algebra but were intertwined with, for
example, fractional thinking in arguments during the development of the
learning models (Article 4). The different ways of thinking interacted in
arguments when developing the rudimentary, the preliminary and the
prototypical models. However, in the conclusion of collective reasoning and
in the development of the symbolic learning models, theses different ways of
thinking were intertwined in the same arguments (Article 4).

Implications

The results of this thesis contribute to the discussion of early mathematics
education and provide implications for education and research by responding
to the need for theoretical preconditions in collective activities. The theoretical
preconditions and collective activities concern both the teachers work in
designing the lessons and the content for the students within the lessons. The
results of the thesis are crystallised by one of the multilingual students asking
if they could think in the same way as in the learning activities when working
on tasks focused on mathematical calculations. However, based on the results
of the four articles, the work on learning models in learning activities should
be more related to multilingual student groups.

One result providing implications for mathematics education is how the
learning tasks containing mathematical problems were handled in joint
activities which lasted for up to one hour. The students 6 to 12 years old were
asked to go to the white board and argue about how to solve a problem. The
role of the teachers was to maintain their focus on the object of knowledge, to
challenge the students, and to capture the arguments in their reasoning that
could enhance student exploration of the object of knowledge. The tasks were
designed to focus on mathematical concepts not on everyday events. This is
quite a contrast compared to current socio-mathematical norms developed in
mathematics teaching in Sweden (cf. Kilhamn & Saljo, 2019). And, during
the research projects we noted increased engagement from the students in
discussions on the content-based aspects of the lessons. These aspects
concerning different norms in education must be studied further in order to
understand what it may mean for student development of mathematical
abilities.

Another result providing implications for both mathematics education and
for further research is the collective development of learning models. These
models including the algebraic symbols and line segments models appeared
to enhance theoretical aspects of knowledge through collective reasoning. The
results indicate that specific tools could be enhanced into learning models
through collective algebraic thinking. Following learning activity as it was
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staged in the research projects, the collective development of learning models
made it possible to identify a problem and analyse theoretical knowledge in
order to solve the problem. The arguments from the students did not focus on
specific numbers but were identifying and algebraic in the way that they were
general and unarticulated. In the process of solving the problem the learning
models begun as rudimentary. Continued work on the learning models showed
that they then were developed into preliminary models using different tools
initiated by students and teachers. After this, prototypical models were
developed in a process containing different aspects of algebraic thinking
(Articles 1, 2, 3, and 4). Together these implications give arguments for
working algebraically together with students from the beginning of their
development of mathematics.

Finally, I would like to present a brief discussion on implications for
teaching in multilingual student groups. If students need more tools than
verbal language only to enhance theoretical concepts, the use of learning
models appeared to open up for collective mathematical reasoning. The
mathematical reasonings were developed in a theoretically relevant manner.
The students could initiate discussions about content-based knowledge, and
they were able to interact using each other’s arguments. The learning models
were collectively developed and were enhanced with content. Learning
activity was thus able to stand firm regarding the aspects of teaching essential
to multilingual student groups.
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