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Sammanfattning

Detta forskningsprojekt handlar om att studera processerna for elevers matematiska tankande pa
hdgstadiet under matematiklektionen. Matematiskt tdnkande ses som en social aktivitet. Ur ett socialt
perspektiv skulle det ses som en hdndelse, interaktion och kommunikationsmetoder. Nar elevernas
engagerar sig i samtalet for att 16sa matematiska problem, tolkas deras aktiviteter, handlingar och
forklaringar som synliga tecken eller uttryck for deras matematiska tankande. Har har jag
argumenterat bade for relevansen av att fokusera elevernas matematiska tankande som det utvecklas i
deras argumentation nar de arbetar med undersékande arbetssatt, och av att anvénda sig av
lararforskning. Genom klassrumsobservation fick jag titta narmare pa aspekter som paverkar
tankeprocesserna. Syftet med denna studie &r att identifiera och analysera elevernas matematiska
tankeprocesser specifikt pa specialisering, generalisering, gissning och dvertygande, som de uppvisar i
sina samtal. Data i studien samlades in i samband med genomférande av fyra aktiviteter som jag
utarbetat, elevers samtalsinspelning, en enkatundersokning som holls efter genomférande av tva
aktiviteter och genom klassrumsobservationer. Eleverna samtalade l6sningar i mindre grupper.
Losningsforslag presenterade grupperna for varandra under matematiklektionen. Elevernas samtal
analyserades sedan enligt de specifika egenskaper som identifierats som en nyckel till matematiskt
tdnkande. Jag fann att eleverna anvander processerna for matematisk tankande i sitt resonemang och
att det finns skillnader pa aspekterna mellan dessa processer beroende pa informationen som ar
kopplad till problemet, urvalet av illustrationer baserades pa amnesperspektiv och erfarenheter.
Resultatet visade ocksa att det finns en koppling mellan dessa processer och ékade medvetenhet och
larande. Genom denna studie kan slutsatser dras om att l&ra sig specifika processer som specialisering,
gissning, generalisering och 6vertygande 6kar medvetenheten om hur eleverna tanker som sedan
anvands for att anpassa undervisning for eleverna. En beskrivande modell for matematiskt tankande
presenteras och anvands sedan for att ge ett praktiskt svar pa forskningsfragorna. Forskningsresultat
kan saledes anvands av bade larare och lararstudenter som en modell nér de planerar undervisningen.

Nyckelord: Matematiskt tdnkande, tankeprocesser, specialisering, generalisering, gissning,
6vertygande och klassrumsobservation.
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Inledning

Denna empiriska studie understdker processerna i det matematiska tankandet under
matematiklektionen. Matematiskt tankande ar ett viktigt mal for skolan, ar ett viktigt satt att lara sig
matematik pa och ar viktigt for att lara ut matematik (Stacey, 2015). Baserat pa den sista punkten ar
det produktivt att se undervisning i matematik som ett annat exempel pa att I6sa problem med
matematik (Stacey, 2015). Har betonas inte kunskap som anvénds statiskt i lektionen, utan en
redogorelse av undervisning som betonar det dynamiska matematiska beslutsfattande som sker. Om
lararen ska genomfora en lektion som nar sina matematiska mal pa ett satt som ar lyhort for elevernas
tankande, och sarskilt om de ska uppmuntra elevernas matematiska tankande, maste de sjalva dgna sig
at matematiskt tankande under lektionen (Stacey, 2015).

Att kunna anvanda matematiskt tankande for att 16sa problem ar ett av de mest grundlaggande malen
for matematikundervisningen, men det &r ocksa ett av de mest svarfangade malen (Stacey, 2006). Och
for att eleverna ska kunna utféra matematiska undersokningar for att kunna identifiera var
matematiken de har lart sig ar tillampbar i verkliga situationer (Stacey, 2006). Om eleverna ska bli
goda matematiska tankare maste matematiskt tankande vara en framtradande del av deras utbildning
(Stacey, 2006). Nar eleverna arbetar mot en losning har vi, enligt Stacey (2006) manga mojligheter att
observera matematiskt tdnkande i handling. Stacey (2006) menar att detta illustrerar en
nyckelkomponent i matematiskt tankande att ha en bendgenhet att se varlden pa ett matematiskt sétt,
och en attityd att s6ka efter en logisk forklaring. Dessutom kommer dock de elever som har en
forstaelse for komponenterna i matematiskt tankande att kunna anvanda dessa formagor sjalvstandigt
for att forsta den matematik de lar sig (Stacey, 2006). Medan larare runt om i varlden har betydande
framgangar med att na detta mal, sarskilt med duktigare elever, finns det alltid ett stort behov av
forbattringar, sa att fler elever far en djupare uppfattning om vad det innebar att tanka matematiskt och
att anvanda matematiken till hjalp i vardagen och arbetslivet (Stacey, 2006).

Vidare relaterade elevtankandedimensionen till en 6kande kvalitet pa elevtankande som innefattade
resonemang och motivering av matematiska idéer (Wood m.fl., 2006). Wood m.fl. (2006) definierade
matematiskt tdnkande som den mentala aktivitet som &r involverad i abstraktionen och
generaliseringen av matematiska idéer.

Matematiskt tdnkande beskrivs som en modell i termer av operationer, processer och dynamik
(Burton, 1984). Enligt Burton (1984) handlar det matematiska tdnkandet inte om &mnet matematik,
utan det &r ett tankesatt som &r en funktion av speciella tankeaktiviteter. Hon havdar att det finns
skillnad mellan det matematiska innehallet och de processer som eleverna gar igenom for att 16sa
problem (Burton,1984). Dessa processer specialisering, gissning, generalisering och dvertygande kan
visa sig vara centrala for matematiska aktiviteter och ar nédvandiga for att forsta och anvanda idéerna
(Burton, 1984). Det ar matematiskt inte for att man tanker pa matematik utan for att operationerna som
det bygger pa ar matematiska (Burton, 1984). Matematiskt tankande &r ett tankeséatt genom vilket vi
klassificerar, kombinerar, relaterar och transformerar information (Burton, 1984). Enligt Burton kan en
idé, en observation, en handelse eller vad som helst ge en stimulans att borja tanka. Sadana handelser
ar inslag i matematiskt tdnkande (Burton, 1984).

Pa 1970 - talet och i borjan av 1980 - talet fanns det ett stort intresse for de "processer” varmed saker
gjordes, och att tanka matematiskt ar ett bra exempel pa detta (Mason m.fl., 2010). Att tanka
matematiskt handlar om matematiska processer, och inte om nagon sarskild gren inom matematiken
(Mason m.fl., 2010). Det galler att tdnka pa de existerande tankeséatt och formagor som eleverna tar
med sig till klassrummet, uppgiften att lara ut blir da att uppmuntra eleverna att anvanda och utveckla
sina formagor inom ramen for matematiskt tankande (Mason m.fl., 2010).

Mitt fokus var att forsta egenskaper for matematiskt tankande utifran de fyra tankeprocesserna for att
uppmuntra eleverna att anvanda och utveckla sin tilltro till sin egen formaga att 16sa matematiska
problem. Det var viktigt for mig att identifiera och tydligt kommunicera mina forvéantningar i
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klassrummet for att undersdka elevernas existerande tdnkande som det manifesterar sig i deras
interaktioner, som ett led i att ldgga grunden for att kunna utveckla egen undervisning inom detta
provade jag problemldsningsaktiviteter i matematiklektionen med ett antal elever for att kunna
analysera elevernas tankar (idéer) i nagra illustrativa exempel under problemldsningssituation. Jag
valde att studera och understka de matematiska tankeprocesser som kan hjélpa eleverna att hitta en
modell for att narma sig problemldsning. Eleverna fick flera tillfallen att arbeta tillsammans i sma
grupper och diskutera olika strategier att [6sa matematiska problem genom samtalen och
interaktionerna. Aven om det ar allmant accepterat att skillnader i klassrummet interaktion paverkar
elevernas matematiska tankande, finns det lite forskning som undersdker sambandet mellan specifika
interaktionsmonster och elevtankande (Wood m.fl., 2006).

I denna studie hade jag for syfte att studera strategier och nyckelegenskaper for matematiskt tdnkande
for att kunna identifiera processerna for matematiskt tankande. Finns ett sadant fokus i
matematikundervisning? Med bakgrund av detta analyserade jag barns matematiska tdnkande som
verbaliserat inom en grupp, till skillnad fran att tanka enskilt eller ensamt (Wood m.fl., 2006).

Denna studie belyser hur larare kan granska elevers strategier och de tankeprocesser de anvander for
att komma fram till svaret nar de arbetar tillsammans med problemldsning. Detta innebér att man
behover marka det som sker i klassrummet, att vara narvarande och kénslig i stunden, att ha en
anledning att agera och att ha en annan handling att tanka pa (Mason, 2002). Foljaktligen ar en viktig
aspekt av att vara professionell att 1agga mérke till moéjliga handlingar att testa i framtiden, oavsett om
de ar hamtade fran lasning, fran diskussion, fran att titta pa andra eller fran personlig reflektion
(Mason, 2002).

Aktionsforskning som modell

Nir jag sokt och last litteratur om “matematiskt tdnkande”, fanns det manga studier som beskriver
betydelse av klassrumsobservation for att forsta elevernas matematiskt tankande (Barnhart & van Es,
2015; Miller, 2010; Sherin m.fl., 2011; van Es & Sherin 2008; van Es & Sherin, 2021). Jag hade tankt
da pa de metodologiska aspekter och séttet att identifiera och analysera elevernas tankar och dessa
strategier de anvénder for att 16sa problemen. Hur man tolkar det man ser och hor, och hur man
reagerar bést (Ball & Cohen, 1999).

Darfor placerades denna studie i en aktionsforskningsmodell for att méjliggdra anvandningen av alla
typer av data som samlas in fran undersokning och analysen av det matematiska tankande hos eleverna
under matematiklektionen. Aktionsforskningen i sig har en enorm litteratur och ett brett utbud av
detaljerade metoder for genomférande (Mason, 2002).

Ett antagande som ligger till grund for syftena med aktionsforskning och skalen till att larare dgnar sig
at aktionsforskning ar att det i slutandan kommer att resultera i en forbattring av utbildningen, vilket
innebdra bland annat mer rattvisa mojligheter att lara sig for alla elever (Feldman, 2002). Enligt
Feldman lararen maste ta hansyn till situationen. Nar detta intraffar ser vi undervisning som en
avsiktlig aktivitet (Feldman, 2002). Genom att géra detta, lararen erkanner att allt omkring henne har
en mening som uppstar ur situationen, inklusive hennes eget sétt att vara, som i sig uppstar genom
erfarenhet (Feldman, 2002).

Aktionsforskning integrerar processerna for pedagogisk transformation och teorigenerering (Elliot,
1994). Elliot (1994) menar att genom aktionsforskning problematiseras teoretikers idéer. En sadan
process kan erbjuda mojligheten att forbattra kvaliteten pa sina elevers inlarningsupplevelser (Elliot,
1994).

Etiska hansyn

Deltagande elever och deras vardnadshavare tillfragades och informerades i forvag om projektet och
syftet. Skriftligt samtycke fran samtliga vardnadshavare till medverkande elever samlades in innan
genomforande. Deltagande informerades att observationer kommer att anonymiseras i arbetet, sa att
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det inte gar att identifiera grupperna eller enskilda individer. Antalet deltagare kommer darfor inte att
anges i uppsatsen av etiska skél. Informationen skickades hem och gavs under ordinarie
matematiklektion. Samtliga deltagande tackade ja till medverkan i studien.

Klassrumsobservation

Denna studie ramas in av forskning om reflektion, larares observation och lektionsanalys.
Klassrumsobservation ar en viktig del av denna studie och innebadr att iaktta och skaffa sig kunskaper
om hur eleverna ténker.

En central komponent i studien var att lara sig att anvanda bevis pa elevers tankande nar det utvecklas
under lektionen (Barnhart & van Es, 2015). Den systematiska analysen av undervisningen hanvisas till
att visa storre uppmarksamhet pa detaljerna i elevers tankande, anvands som bevis pa
klassrumsinteraktion for att dra slutsatser om elevers larande och for att fatta instruktionsbeslut baserat
pa larares uppmarksamhet och analys av elevers tankande (Barnhart & van Es, 2015). Denna analys
grundades av tidigare forskning om lararuppmérksamhet, lektionsanalys och larares reflektion
(Burton, 1984; Mason m.fl., 2010; Stacy, 2006).

Att utforma forskning for att forsta elevers motivation att lara, deras minne och organisation av
domanspecifik kunskap och deras monsterigenkannbarhet &r inte l4tt (Berliner, 1994). Aven om
problem kan klassificeras och I6sningsstrategier foreslas baserat pa tidigare erfarenheter, genom
maérkning och uppgiftsanalys, kunde experter oftare forutsdga vilka typer av misstag elever skulle géra
nar de forsoker svara ratt, vilket ger en battre forstaelse for elevernas tankande. (Berliner, 1994).
Enligt Berliner kravs en uppgiftsanalys av problemet som representeras i objektet, uppenbarligen for
att se djupare in i karaktaren av de problem som eleverna kan uppleva. Berliner (1994) menar att
uppgiftsanalys kan kodas hogt i sinnet nar larare verbaliserar nagot om orsakerna till ett objekts
svarigheter eller nar larare sparar de olika steg eller fardigheter som en elev skulle behéva for att svara
pa ett amne korrekt.

Forskning har utvecklat viktiga dimensioner av hur larare observera, hur observation fungerar under
undervisningen och vad det handlar om nér larare lar sig. L&rare ar med andra ord inte bara passiva
askadare i akten att marka, de formar snarare interaktioner for att fa tillgang till ytterligare information
for att mojliggora ytterligare observation och tolkning av elevers tdnkande (van Es & Sherin, 2021).

Klassrumsobservation i relation till
aktionsforskning

Eftersom observation anses vara teoriladdade, varfor inte anvénda observation for att avsldja, utmana
och modifiera dessa teorier, inte som en extern aktivitet, utan inom praktiken (Mason, 2002). Mason
(2002) beskriver det som en handling av uppmarksamhet, och som sadan &r inte nagot man kan
bestamma dig for att gora helt plétsligt. Till skillnad fran méanga uttryck for aktionsforskning betonar
observation som forskning dar samma person som gor planeringen, forberedelserna,
experimenterandet, observationen av effekter, utvarderingen av resultat och reflektionen med stod av
kollegor, allt genom att félja upp sina egna deltagande genom att utveckla sitt inre vittnesbérd (Mason
2002). Det finns dock alltid den extra dimensionen att datainsamling sker i en situation dar man &r
ké&nd for de andra inblandade, dar man har en befintlig roll, skyldigheter, ansvarsférvantningar
(Winter, 1998).

Aven Gebhard & Oprandy (1999) diskuterade principer som ligger till grund for systematisk icke-
domande observation, de forklarade och illustrerade processen for att beskriva, analysera och tolka
undervisning, samt sttet att generera alternativa undervisningssétt. Enligt Gebhard & Oprandy (1999)
bygger observation av eleverna alltid pa idén att ju mer erfarenhet vi har av reflektion i handling, desto
lattare blir det att reflektera i handling. Tanken &r att upptacka vad vi normalt gor och att forsoka
motsatsen for att se vad som hander. Gebbard & Oprandy (1999) menar att larare maste ga langre &n
att forsoka losa problem i var undervisning genom att ta olika vagar till medvetenhet.
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I nasta kapitel utvecklar jag forst det teoretiska ramverket for studien, eftersom en del av detta gar igen
i sammanfattningen av den tidigare forskningen — det darpa foljande kapitlet. P4 bakgrund av dessa tva
kapitel formulerar jag studiens syfte och fragestallning, varefter jag presenterar mina metoder i detalj.
Slutligen foljer resultat och diskussion.

Teoretiskt ramverk

Enligt Schoenfeld (1992) matematik en social aktivitet i sig, baserad pa observation, studier och
experiment, for att bestdamma naturen eller principerna for regelbundenhet i system definierade
axiomatiskt eller teoretiskt ("ren matematik") eller modeller av system abstraherade fran verkliga
objekt ("tillampad matematik'). Schoenfeld beskriver matematik som ett levande damne som innebér
att forsoka forstd monster som genomsyrar bade varlden omkring oss och sinne inom oss.

Aven om matematikens sprak bygger pa regler som maste laras, ar det viktigt for motivationen att
eleverna gar bortom regler for att kunna uttrycka saker pa matematikens sprak (Schoenfeld, 1992).
Han beskriver denna transformation som férandringar i instruktionsstil och anstrangningar att fokusera
pa att

e soka losningar, inte bara memorera procedurer,
e utforska monster, inte bara memorera formler,
o formulera gissningar, inte bara géra dvningar (Schoenfeld, 1992).

Né&r undervisningen bdrjar spegla dessa betoningar kommer eleverna att ha majligheter att studera
matematik som en utforskande, dynamisk, utvecklande disciplin snarare &n som en stel, absolut, sluten
samling lagar som ska memoreras (Schoenfeld, 1992).

Schoenfeld (1992) gav en vél ramverk, efter en granskning av litteraturen. Han foreslog fem aspekter.
Dessa ar kunskapsbasen, problemlésningsstrategier, dvervakning och kontroll, tro och paverkan och
praxis. Dessa fem kategorier utgér ramen att studera matematiskt tdnkande (Schoenfeld, 1992).

Liknande ram gavs av Mason m.fl. (2010) som har delat in problemldsningen i tre faser: Intrade,
attack och granskning. Dessa faser &r relaterade till den matematiska tankeprocessteorin uttryckt av
Mason m.fl. (2010) som bestar av specialisering, generalisering, gissning och 6vertygande.

Forutom Schoenfeld (1992) och Mason m.fl. (2010) hittade ett liknande ramverk fran den tidigare
litteraturen om problemldsningsstrategi (Polya, 1973). Jag kommer att anvanda dessa teoretiska
ramverk i dataanalysen for att relatera de identifierade tankeprocesserna och dessa strategier till de
olika problemldsningsfaser som eleverna gar igenom under problemldsningssituationen.

Ramverkets struktur framgar av tabell 2. Tabellen &r en forenklad representation av ramverket som
visar en jamforelse av olika modeller med vilka verktyg matematiskt tdnkande studeras, och hur
egenskaper och tillstand finns i studien. Genom detta teoretiska ramverk vill jag erbjuda ett verktyg
som kan hjalpa larare och forskare att studera elevers matematiska tdnkande, och annu viktigare, att
kénna igen de aspekter som kan hjélpa elever att utveckla sitt matematiska tankande.

Det matematiska tankandets operationer

Enligt Burton (1984) framstalls matematik som en sluten manipulation av symboler, medan
matematiskt tankande &r narmare kopplat till 6ppen undersokning. Att l6sa en fraga pa ett
tillfredsstallande satt innebér att hitta ett tydligt samband mellan ett underliggande monster i vad man
vet och vad man vill komma fram till (Mason m.fl., 2010). Till exempel nér eleverna stalls infor en
frage eller ett problem, ett kraftfullt sétt att utforska dess innebord ar genom att undersoka specifika
exempel, sadan ar en specialisering och ar nyckeln till ett induktivt forhallningssatt som ar naturligt for
barns larande (Burton, 1984).



Den matematiska karaktéren av detta tdnkande skulle av alla larare uppfattas som en upprékning
(Burton, 1984). Men lika matematiskt ar tankande nddvéndigt for upprepning, eller iteration, eftersom
det beror pa monsterigenkanning och fortséttning (Burton, 1984). Burton beskriver dynamiken i
matematiskt tankande som en spiralformad forlangning av ett verk. | en sadan representation gar
dynamiken i matematiskt tankande genom rorelser runt eller mellan ett ospecificerat antal loopar, varje
ny loop reflekterar 6ver forstaelsen och medvetenheten som uppnatts genom att ga igenom tidigare
loopar (Burton, 1984). En klyft mellan vad som faktiskt férvantas hédnda framkallar spanning tills
nagon kansla av monster eller prestation, forundran, gladje eller vidare bearbetning (Burton, 1984).
Aven om kinslan av vilken manipulation som kravs tills kinslan kan uttryckas genom en artikulation
(Burton, 1984).

Att manipulera, fa en kansla av monster och artikulera beskriver de kognitiva aktiviteter som driver
matematiskt tankande (Burton, 1984). Den kognitiva nivan kartlaggs av affektiva reaktioner som kan
observeras passera genom tre faser: intrade, attack och granskning (Burton, 1984; Mason m.fl., 2010).

Tankeprocesser

Burton (1984) och Stacey (2006) delar in processerna for matematiskt tdnkande i fyra kategorier,
specialisering, generalisering, gissning och dvertygande.

Specialisera: Innebér att préva special fall (Stacey, 2006). Varje exempel ger méjlighet att manipulera
element som ar konkreta i barnets tankande, oavsett om det ar fysiska manifestationer eller idéer
(Burton, 1984).

Gissa: Innebar att forutsaga relationer och resultat (Stacey, 2006). Det ar en hypotes och innebar att
undersoka nagra specifika fall, nar tillrackligt manga sadana exempel har undersokts. Gissningar om
forhallandet som forbinder dem sker nastan automatiskt. Genom gissningar utforskas, uttrycks och
underbyggs en kénsla av alla underliggande ménster (Burton, 1984).

Generalisering: Innebér att leta efter monster och relationer (Stacey, 2006). Ett erk&nnande av
monster eller regelbundenhet provocerar uttalandet om generalisering. Sadana uttalanden verkar vara
de byggstenar som eleverna anvéander for att skapa ordning och mening ur en dvervaldigande mangd
sinnesdata, och det ar pa sadan generalisering som mycket beteende beror fokus i (Burton, 1984).

Overtygande: Innebér att kommunicera orsaker till att ndgot &r eller upplevas som sant (Stacey,
2006), en generalisering maste testas tills den ar 6vertygande. Den Gvertygande processen ar det satt
pa vilket en generalisering gar fran att vara personlig till att vara offentlig. Overtygande-processen kan
dven paga i den sociala interaktionen och sedan internaliseras. En bild av det deduktiva
tillvagagangssattet erhalls genom att invertera ordningen pa processerna. Bérjande med en
generalisering, utforskar man natet av gissningar det framkallar och testar dem mot specialiseringar.
(Burton, 1984).

Med avseende pa sekvenserna for processerna i det matematiska tankandet. Stacey (2006) pavisade
empiriskt tva par processer genom vilket matematiskt tankande ofta gar fram. Det &r specialisering och
generalisering som det ena process-par, och gissning och 6vertygande som det andra.

Tidigare forskning

Detta kapitel presenterar en genomgang av den relevanta forskningen med fokus pa att forsta elevers
matematiska tankande. Kallorna till granskning ar studier gjorda under de senaste trettio aren. Dessa
studier fokuserade i hog grad pa att forstd och analysera elevers matematiska tdnkande i samband med
problemldsningssituation (Mason m.fl., 2010; Schoenfeld, 1992; Stacey, 2006). Jag valde tva olika
perspektiv for denna granskning. Den ena &r det sociala klassrumsinteraktion (Hino, 2015; Mata-
Pereira & da Ponte, 2017; Sfard & Kieran 2009; Varhol m.fl., 2021; Webb m.fl., 2021) och den andra
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perspektiv &r elevernas anvandning av den tidigare inlarda kunskaper (Chinnappan, 1998; Franke
m.fl., 2001; Isoda & Katagiri, 2012; Jones m.fl., 1997; Li & Schoenfeld, 2019; van Es & Sherin 2008).

Majoriteten av tidigare studier bidrog till en battre forstaelse av matematiskt tankande och innebar en
detaljerad analys av enskilda elevers problemldsning (Goos & Kaya, 2020).

Baserad pa den forsta perspektivet genomfoérde Sfard & Kieran (2009) en studie dar de tittade narmare
pé det populara pastaendet att manga skolamnen och matematik bland dem bast lars in pa ett
interaktivt satt genom samtal med andra. | studien anvande Sfard & Kieran (2009) tva typer av
speciella framtagna analytiska verktyg for att analysera data som kom fran tva manader lang serie av
interaktioner mellan tva 13 ariga pojkar som lar sig algebra. Enligt Sfard & Kieran (2009) gav fokus
pa analysen en detaljerad bild av elevernas samtal pa nivan av dess omedelbara matematiska innehéll
och gjorde det mojligt att beddma effektiviteten i kommunikationen. Med hjélp av speciella
analysverktyg drog Sfard och Kieran (2009) slutsatser som forandrade deras syn pa larande genom att
tala, och som ocksa tvingade dem att revidera nagra av de grundlaggande antagandena de borjade med
studien, samtidigt som de tittade noga pa de tva elever som arbetade tillsammans, insag de att
fordelarna med att lara sig genom att tala inte kan tas for givet (Sfard & Kiran, 2009).

I en studie i Tokyo undersokte Heino (2015) hur japanska gymnasieelever engagerade sig i de
strukturerade problemldsningslektionerna. Hino (2015) forsokte forsta hur eleverna lyssnar pa flera
I6sningar som har foreslagits av deras klasskamrater under jamforelseaktiviteten. | studien ombeds
tjugofyra elever att spela in video under lektionerna och &ven att identifiera och kommentera sina
betydande klassrumshéndelser i de videostimulerade intervjuerna efter lektionen. Elevernas
kommentarer om situationen Kklassificerades i fem koder for att jamféra flera [6sningar, som visade att
de lyssnar pa flera losningar pa olika satt utifran sin tankeprocess och produkten av den tidigare
individuella problemlésningen (Hino, 2015).

I en annan studie presenterade Mata-Pereira & da Ponte (2017) design principer for en intervention
fokuserad pa att tackla resonemangsprocesserna och fokusera pa en helklassdiskussion i arskurs sju
om linjéra ekvationer och funktioner. Ett bevis & en sammanhangande sekvens av pastaenden som
inkluderar en uppséattning accepterade pastaenden, former av resonemang och séttet att representera
argument, forutsatt att resonemang ar centralt for att bevisa och syftar till att utveckla kunskap om hur
larares handlingar kan frdmja elevers matematiska tdnkande (Mata-Pereira & da Ponte, 2017). Studien
beskriver principerna for designforskning dér matematiska diskussioner under hela klassen
genomfordes for att forbattra grundskoleelevers matematiska resonemangsprocesser. Deras Dataanalys
refererade till larares agerande i forhallande till design principer och till de eftertraktade matematiska
resonemangsprocesserna. Slutsatserna de belyste var lararens agerande som far eleverna att
generalisera och motivera. Enligt Mata-Pereira & da Ponte (2017) generaliseringar kan uppsta fran en
central utmanande handling eller fran flera vagledande atgarder. Nar det géller motiveringar tycks en
huvudsaklig utmanande atgérd vara véasentlig, medan uppféljande vagledande atgarder kan framja en
vidareutveckling av tankeprocesserna (Mata-Pereira & da Ponte, 2017).

Matematiska tankandet har studerat bland annat av Varhol m.fl. (2021) som fokuserade pa att studera
Oppet hur framsteg i matematiskt tdnkande kan relatera till diskursen, dessa studerades separat.
Deltagande i studien var elever i arskurs atta som arbetade i grupp for att 16sa en uppgift om att
generalisera monster. Varhol m.fl. (2021) studerade framstegen i matematiskt tdnkande genom att
inspektera hur grupperna utvecklades genom olika generaliseringsnivaer. Diskursen studerades genom
att karaktarisera varje elevinteraktion. Nar Varhol m.fl. (2021) kombinerade dessa insag de att vissa
specifika typer av interaktioner var relaterade till elevernas framsteg till en hdgre generaliseringsniva.
Varhol m.fl. (2021) kallade dessa nyckelinteraktioner, som huvudsakligen var av typen foresprakande,
lokalisering och omformulering. Dessa interaktioner verkade tydligt viktiga for att identifiera bevis pa
framsteg under diskurserna (Varhol m.fl., 2021).

En annan studie gjordes av Webb m.fl. (2021) som studerade med hjalp av djupgaende analyser av
videofilmade helklassdiskussioner, samarbetsarbete i sma grupper och privata partnersamtal i tva
matematikklassrum i tredje klass vid sex tillfallen under en femmanadersperiod. Studien visade de
framsteg som eleverna gjort i sitt matematiska tdnkande eller matematiskt arbete i samband med att
forklara sitt tdnkande och eller engagera sig i andras idéer. De detaljerade analyserna som gjordes av
Webb m.fl. (2021) fokuserades pa elever som tidigare fatt laga poang pa standardiserade prov av
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matematikkunskaper. Resultaten visade hur elever som inte anses ha omfattande matematikkunskaper
kan skapa nya kopplingar mellan matematiska idéer och representationer och utoka sina
problemldsningsstrategier pa satt som ar direkt relaterade till deras deltagande (Webb m.fl., 2021).

Nér det galler det andra perspektivet ” elevers anvandning av den tidigare inlarda kunskaper ” var flera
forskare i de tidigare studier mer angelagna om att utveckla en forstaelse for matematiskt tankande, till
exempel Chinnappan (1998) som fokuserade pa en frage som ror elevers férmaga att ta del av och
flexibelt anvédnda tidigare inlarda kunskaper. Chinnappan (1998) anvéande en schemateori for att
undersoka den organisatoriska kvaliteten pa elevernas tidigare geometriska kunskaper och
anvandningen av de kunskaperna under problemldsning. Studien genomférdes med gymnasieelevers.
Den strukturell analys av resultaten tydde pa att kvaliteten pa geometriska kunskaper som eleverna
utvecklar kan ha en kraftfull effekt pa deras mentala modeller och efterfoljande anvandning av
kunskaperna (Chinnappan, 1998).

Baserat pa en syntes av litteraturen och observationer av sma barn 6ver tva ar, Jones m.fl. (1997)
formulerade och utvecklade ett ramverk for att beddma sannolikheten tdnkande. Ramverket
validerades genom data erhallna fran arskurs atta dar tre barn fungerade som fallstudier. Dessa barns
tankande utvarderades vid tre tillfallen under ett lasar och analyserades med hjalp av
problemuppgifterna i intervjumiljoer. Resultaten tydde pa att &ven om ramverket gav en
sammanhadngande bild av barns tdnkande i sannolikhet, fanns det statik i systemet som genererade
inkonsekvenser inom tankandets nivaer (Jones m.fl., 1997).

Isoda & Katagiri (2012) genomforde en studie dér analyserade de elevers matematiska idéer genom ett
lektionsflode. Lektionsflodet ansags vara ett verktyg for att fa tillgang till elevernas idéer nar de &r
delaktiga i problemldsning. Isoda & Katagiri (2012) anvénde en forskningsdesign for att bilda ett
lektionsstudieteam vdgledd av de thaildndska versionerna av japanska mattelarobocker. Deras
forskningsresultat visade att elevers matematiska idéer uppstod genom lektionsflddet nér elevernas
idéer om en problemlsning matematiserades. Matematiserings processerna uppnaddes ocksa nar
elevers matematiska idéer blir ett verktyg for larande infor nésta lektion (Isoda & Katagiri, 2012).

Dessutom forklarar relaterad forskning att fokusering pa elevers tankande ger en majlighet for larares
larande att vara generativ. Vilket innebar att om larare kan lara sig att prata med sina elever om deras
tankande, pussla om vad svaren sager dem om elevernas forstaelse, bestamma hur de ska anvanda
denna kunskap i att planera undervisningen och interagera med eleverna samt ta reda pa hur man lar
sig mer om elevernas tankande, da kan lararnas eget larande vara generativt (Franke m.fl., 2001).

Franke m.fl. (2001) visade i sin studie hur larare som deltog i ett professionellt utvecklingsprogram for
att forsta utvecklingen av elevers matematiska tankande fortsatte att implementera programmets
principer fyra ar efter att det avslutades. Tjugotva larare deltog i studien i uppféljande intervjuer och
klassrumsobservationer. Alla tjugotva larare upprattholl en viss anvandning av barns tankande och tio
larare fortsatte att lara sig pa markbara satt. Studien avsléjade att de larare som engagerade sig i
generativ tillvaxt sag barns tankande som centralt, hade fordjupade kunskaper om barns tankande,
diskuterade ramar for att karakterisera utvecklingen av barns matematiska tankande, upplevde sig
sjalva skapa och utveckla sin egen kunskap om barns tankande och sokte kollegor som ocksa hade
kunskap om barns tankande till stod. Uppféljningen avslojade insikter om generativ tillvaxt, hallbarhet
och férandrad praxis och professionell utveckling (Franke m.fl., 2001). Enligt Franke m.fl. (2001)
Kunskapen och analysen av barns tdnkande ger en immanent struktur som kan fungera som en ram for
att organisera larares forstaelse. Franke m.fl., (2001) menar att nar larare pratar med elever i sina egna
klassrum kan lararna marka hur analyserna av barns tankande, direkt kan relateras till hur elever i
deras klassrum ténker och lar. Helst ger detta en grund for larare att inse att de sjalva kan skapa
kunskap om barns tdnkande ndr de interagerar med sina egna elever (Franke m.fl., 2001).

Matematiskt tdnkande avser matematiska idéer och forstaelse (van Es & Sherin, 2008). van Es &
Sherin (2008) undersokte forandringar i larares tankande nar de deltog i en videoklubb utformades for
att hjalpa dem att lara sig att observera och tolka elevernas matematiska tankande. Aven om deras data
avslojade att lararna gjorde viktiga férandringar i deras uppmarksamhet, avsltjade de inte arten av
deras utveckling over tid. Vidare menar van Es & Sherin (2008) att larare behdver observera och
undersoka elevernas idéer om matematik, for att sedan kan de anvanda dessa idéer som ett bevis for
pastdenden de har gjort om elevernas tankande for att tolka elevernas forstaelse av matematik. Enligt
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van Es & Sherin (2008) &r en av dimensionerna av att 1agga mérke till att larare anvander kunskap om
sitt sammanhang for att resonera kring handelser som de analyserar. En annan dimension &r att lagga
marke till att lararen identifierar viktiga handelser i en undervisningssituation for att forsta vad som
hander, till exempel for att fundera Gver vad eleverna forstar om amnet eller hur en
undervisningsstrategi har paverkat elevernas tankande, till skillnad fran att undersoka en situation av
kritik eller att agera (van Es & Sherin, 2008). For larare innebér det att man behdver anvanda kunskap
om amnet, kunskap om hur elever tanker om amnet for att tolka elevernas forstaelse for matematik,
vilket gor till exempel att algebralarare battre kan tolka sina egna elevers forstaelse av algebra &n
tankandet hos en grupp elever fran en annan larares algebraklass (van Es & Sherin, 2008).

Efter en granskning av litteraturen visade Li & Schoenfeld (2019) att matematikens natur kan forstas
som att den har olika ansikten, snarare an att den styrs av en enskild tankeskola. Li & Shoenfeld
(2019) problematiserade de traditionella metoderna fér undervisning och larande i matematik. Vidare
betonade Li & Schoenfeld (2019) vikten av att ta matematik som en mansklig aktivitet, se till att den
ar meningsfull for eleverna och att utveckla elevernas matematiska tdnkande om idéer, snarare an att
bara absorbera en uppséttning statiska och frankopplade kunskaper och fardigheter. Om eleverna far
réatt erfarenheter kan den formella matematiken tjana till att organisera och systematisera dessa
erfarenheter (Li & Schoenfeld, 2019).

Syfte och forskningsfragor

Syftet med denna studie &r att identifiera och analysera elevernas matematiska tankeprocesser specifikt
pa specialisering, generalisering, gissning och dvertygande, som de uppvisar i sina samtal. Detta
illustrerar med exempel fran undervisning inom olika amnesomraden. Till exempel geometri, monster
och talfoljd samt algebra. Mitt fokus var att avgéra om man kunde identifiera matematiskt tankande pa
ett systematiskt satt. Jag ville se i vilken sammanhang anvéander eleverna de betonade tankeprocesser
och vad som skulle handa nér eleverna anvander dessa processer i sitt matematiskt tankande pa ett
strukturerat satt.

Denna studie understker anvandningen av tankeprocesser for att identifiera egenskaperna hos elevers
matematiskt tankande och om effektiv anvandning av dessa processer skulle paverka kvaliteten pa
elevernas resonemang och engagemang i problemldsningssituationer. Jag forsokte besvara foljande
forskningsfragor:

1. Vilka olika matematiska tankeprocesser (specialisera, generalisera, gissa och dvertyga)
anvander eleverna pa hogstadiet i sina problemldsningssamtal och interaktion i ett socialt
sammanhang?

2. Pavilka satt ar tankeprocesserna kopplat till typen av aktivitet?

Metod

N3got overgripande om metoden

Denna studie placerades i en aktionsforskningsmodell och genomférdes med en grundldggande,
kvalitativ forskningsansats, dar handlar forskning om de tankeprocesser elever anvander nér de
hanterar information i problemlésningssituationer. Denna forskningsmetod syftade till att félja en
kvalitativ process for att avsl6ja sokandet efter att upptécka, forsta och tolka individers perspektiv,
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inlarningsprocesser och tankestrategier utifran Mason m.fl. (2010), Schoenfeld (1992) och Staceys
(2006) teoretiska ramverk.

Utformade aktiviteter illustrerar de specifika omraden som ansags lampliga for att undersoka
tankeprocesser hos en grupp av elever pa hogstadiet, framst i aritmetisk talféljd, geometri och algebra.
Aktiviteterna utformades enligt de respektive kategorier for matematiskt tdnkande och inneh6ll ett
antal deluppgifter ténkta att kunna undersoka elevernas matematiska tankeprocesser. Den forsta
aktiviteten var relaterades till specialisering och gissningar, medan de andra aktiviteter relaterades till
alla fyra processer, dvs. specialisering, gissning, generalisering och évertygande.

Aktiviteter

Aktivitet 1

Siffrorna 2, 3, 4 och 5 kan till exempel kombineras i ett uttryck sa har:
2%+ 4 *5 Uttrycket ar lika med 28.

Anvinda samma siffror och skriv ett uttryck som har vardet 20. Varje siffra ska anvands en gang och du far anvanda
dig av de fyra réknesétten, potenser och parenteser.

Aktivitet 2

Ett antal personer traffas och hélsar pa varandra. Alla halsningar & mellan tva personer i taget.
a)  Hur manga halsningar blir det om det &r 4 personer?
b)  Hur manga halsningar blir det om det ar 5 personer?
¢)  Hur manga halsningar blir det om det &r 10 personer?

d)  Hur manga halsningar om det ar n personer? Hur manga halsningar blir det totalt?

Aktivitet 3

Har ser du de tre forsta figurerna i ett monster. Varje ruta har sidan 1 cm. Undersoka forandringar i omkrets och area
for varje ny figur.

a) Hur stor omkrets for figur nummer 10?

b) Hur stor area for figur nummer 20?

O | [ [
Fig.1 Fig.2 Fig. 3
Aktivitet 4
Hur stor &r vinkelsumman i en
a) tre-hdrning b) fyr-hérning c¢) fem-hdrning d) tio-hdrning

e) Bestdm vinkelsumman i tjugosju- hérning

) Hur stor &r vinkelsumman i n-hérning?

VIO

Figur 1

Eleverna blandades i heterogena grupper, baserad pa blandning av elever med genomsnittliga och
hoga framgangar. Tanken var att samla in rika data fran elever med olika framgangsnivaer eftersom
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matematiskt tankande inkluderar egenskaperna att erhalla ny kunskap med hansyn till anvandning av
strategierna: Specialisering, generalisering, gissningar och dvertygande.

Elevernas samtal och deras I6sningsforslag analyserade i relationen till de fyra tankeprocesserna (se
tabell 1). Tid dgnades at att analysera olika losningsforslag, hur problemlésningsprocessen sag ut och
vad som &r relevant till de fyra tankeprocesser.

Eleverna fick tid att reflektera individuellt 6ver sitt forslag till I6sning nagra dagar efter genomférande
av tva aktiviteter.

Aktiviteter, i vilket matematiskt innehall de behandlades och de férvantade processerna som
undersokts foljer enligt tabell 1.

Aktiviteter Matematisk inneholl Forvantade tankeprocesser
Aktivitet 1 Prioriteringsregler och olika Gissa, specialisera
matematiska operationer
Aktivitet 2 De fyra rakneséatten och variabel Gissa, specialisera, generalisera
begreppet (algebra) och Overtyga
Aktivitet 3 Geometri och talfoljder Specialisera, gissa, generalisera
och Overtyga
Aktivitet 4 Geometri och algebraiska symboler | Specialisera, gissa, generalisera
och Overtyga

Se figur 1 for de fyra aktiviteter

Tabell 1 — Aktiviteter, amnen och forvéantade tankeprocesser.

Data som erhdlls var observationer fran elevernas samtal, I6sningsforslag de presenterade for
varandra, granskning av inspelningen fran de muntliga elevernas diskussioner samt individuella elevs
svar fran enkatundersokning.

Problemldsnings faser

Dessa aktiviteter med problemldsning ar orienterade med en férenklad koppling till Mason m.fl.
(2010), Stacey (2006), Schoenfeld (1992) och Polya's modellen (1973) problemlésningsfaser. Jag
anvande Polyas fyra faser for att referera till de vdlkénda faserna av problemlésning i
matematikundervisningen. (se tabell 2)

Tankeprocesser Mason m.fl. | Stacey (2006) Shoenfeld Polya (1973)
med koppling till | (2010) (1992)
problemldsning
faser
Specialisering Intrade Prova specialfall Soka losningar | Att forsta problemet
Gissning Forutsdga samband Utarbeta en plan
och resultat
Generalisering Attack Leta efter monster | Utforska Att genomfora
och relationer monster planen
Overtygande Granskning Hitta och Formulera Att se tillbaka

kommunicera skal | gissningar
till att nagot ar
sant.

Tabell 2-Forvantade tankeprocesser med koppling till problemldsnings faser fran olika forskare.
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Tankeprocesserna kan kopplas till problemlésningsfaserna. Enligt Mason m.fl. (2010), Stacy (2006),
Schoenfeld (1992) och Polya (1973) problemldsning kan utforas genom flera faser. De tva forsta
faserna av Stacy (2006) och Polya (1973) beskrivnings modell utgér den forsta fasen av Mason m.fl.
(2010) och Schoenfelds (1992) beskrivning. Aven om matematiskt tankande ofta framskrider genom
att vaxla mellan dessa faser (Stacy, 2006).

Deltagare

Forsoksgrupper som deltog i denna studie var ett antal elever som gick pa hogstadiet i en grundskola.

Datainsamlingsverktyg

Data i studien samlades in i relation till de fyra aktiviteter jag forberett, genom inspelning av elevers
samtal, ett frageformular som holls efter genomférandet av 2 aktiviteter, och genom strukturerade
observationer som inkluderar ett observationsprotokoll i form av en checklista (sekvenstabell).

Ett antal elever deltog i studien om matematiskt tdnkande, elevers tdnkande analyserades med hjalp av
verktyget som presenterades i denna studie. Data som anvéandes for att analysera elevernas
matematiska tankande samlades in fran elevers samtal och interaktioner i sma grupper samt fran elevs
individuella svar pa frageformular som erholl efter tva aktiviteter. Bade egenskaper och tillstandsdata
samlades in fran lektionerna. Egenskaperna handlade om elevens matematiska tankande och dessa
formagor att l6sa matematiska problem.

Dataegenskaper fran enkdtundersokning

Data samlades in genom en enkatundersokning. Fragorna handlade om elevernas syn pa matematiskt
tankande och problemldsningsstrategier i relation till aspekterna av tankeprocesser och féljde tva
aktiviteter (aktivitet 3 och 4). Frageformularen var semistrukturerade och fokuserade pa
aktivitetsamnen som inkluderade bade 6ppna och slutna fragor.

Tema Exempelfragor

Problem o Vilken strategi anvande du?

Matematiskt tdnkande o Hur bérjade du tdnka? Organiserade din information? Ditt
tdnkande?

o Vad betyder matematiskt tdnkande? Hur kénner du igen
det?

Tankeprocesser o Har du testat att gissa?

O

Vad var din uppskattning eller férutségelse?

Hur kunde bevisa det? Forklara det?
Finns det en verklig situation dar detta kan anvéndas?

ol O O

Hur skulle din metod fungera med andra problem?
o Finns det en allmén regel?

Tabell 3-Enkatundersoknings teman och exempelfragor.
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Dataegenskaper fran inspelningen av elevernas
samtal

Det matematiska tankeprocesserna illustrerades och undersoktes i relation till beskrivningen av
problemldsningsstrategier utifran Mason m.fl. (2010), Schoenfeld (1992) och Stacey (2006). Sedan
analyserades ocksa slutférandet av indikatorer enligt tabell 4.

De inspelade samtalen analyserades med tillhérande ljudfil for att fa mer nyans i problemlésnings
diskussionerna. Indikationer som visade spar av tankeprocesserna i varje aktivitet fordes in i en
frekvenstabell (se frekvenstabeller 1-4).

Matematiska tankande processer | Kannetecken for en matematisk tankeprocess

Specialisering Exemplifierande: Préva specialfall, titta pa exempel

o Prova med nagra specifika fall

o Testa specifika numeriska exempel

o Utveckla och prova olika méjliga strategier
o Skriva ner berékningar och insikter

Gissning Antagande: Férutsaga relationer och resultat

o Undersoka nagra specifika fall
o Uttrycka och underbygga en kénsla av alla underliggande

maonster
o Forma matematiska fragor eller idéer
Generalisering Erkénnande: leta efter monster och relationer
o Erk&nnandet av monster
o Reflektera dver de idéer som gjorts
o Utvidga omfattningen av de erhallna resultaten
o Skapa ordning och mening ur en gvervéldigande méngd
sinnesdata
Overtygande Argumenterande: Lanka tillbaka till strukturen fér
originaldata

o Hitta och kommunicera orsaker till att nagot ar sant

o Undersoka natet av gissningar och testa dem mot
specialiseringar

o Forma ett monster av de erhallna resultaten

Tabell 4-Indikatorer for tankeprocesserna i det matematiskt tankande (Mason m.fl.,2010; Schoenfeld,
1992; Stacey, 2006)

Dataanalys

Dataanalysteknik utférdes genom analys av varje matematisk tankeprocess baserat pa teorin fran
Mason m.fl. (2010). Kvalitativa analyser anvandes for insamlade data fran bade observationer och
individuellt elevs svar. Enkatsvaren foljdes efter tva aktiviteter.

Dérefter granskades inspelade samtalen och de svar som eleverna gav pa varje fraga i detalj. Elevernas
svar analyserade individuellt och gruppvis for alla fragorna i samtliga aktiviteter med hansyn till den
hypotetiska ramen.
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Tankeprocesserna studerades genom nagra aktiviteter med problemldsningsprocess, och endast
utvalda delar av matematiken. Data och egenskapsresultat presenterades forst separat och
sammanfattades sedan i sammanfattning av resultaten och i diskussionen.

Resultaten stods av utdrag ur l1osningsforslag och elevernas svar pa enkéatfragor. | dessa utdrag svarade
eleverna olika pa olika fragor. Tolkning av resultaten gjordes med hjélp av analysmetoden och enligt
den teoretiska ramverken. Dar elevers samtal, 16sningsforslag och enkétsvar kodades enligt de fyra
tankeprocesserna. Dessa ar specialisering, generalisering, gissning och Overtygande i elevernas
matematiskt tdnkande.

Indikatorn for matematiskt tdnkande kan ordnas i lamplig ordning och enligt de beskrivna
egenskaperna (se tabell 4). Egenskaperna baserade pa Burton (1984), Mason m.fl. (2010). och Stacy
(2006) teorin.

Operationalisering

Operationaliserings fasen fungerar i huvudsak som en explicit koppling mellan konceptualiserings
fasen och praktiken (Lynham, 2002). Lynham menar att operationaliseringen av en teori maste
bekréaftas och eller testas i dess verkliga sammanhang. For att det teoretiska ramverket ska framkalla
tillit och fortroende maste den initiala forklaringen av fenomenet, problemet eller fragan som ar
inbaddad i ramverket tillampas pa och empiriskt (Lynham, 2002)

Enligt Lynham (2002) innebdar det ett informerat teoretiskt ramverk som har omvandlats till
komponenter eller element som kan understkas ytterligare och bekraftas genom rigorés forskning och
relevant tillampning. Det handlar om att definiera hur ett koncept kan matas, observeras eller
manipuleras. | det hér fallet handlar det om tankeprocessen specialisering, generalisering, gissning och
Overtygande som undersoktes i elevernas matematiskt tdnkande. Har foljer en operationell beskrivning
for de fyra tankeprocesserna:

Specialisering innebar att man vander sig till exempel for att lara sig mer om fragan (Mason m.fl.,
2010). Om eleverna inte forstar vad en frage handlar om, eller inte kan svara pa den évergripande
frage, kan de bestamma sig att prova ett exempel (specialisera) for att se vad som hander, och om de &r
inriktade pa att konstruera 6vertygande argument, kan de lara av skél snarare an regler (Stacey, 2006).
De specifika fallen kan hjalpa eleverna att fa en uppfattning om vad fragan egentligen handlar om, sa
att de kan gora en valgrundad gissning. Ytterligare noggrann specialisering med ett 6ga pa "varfor"
snarare &n "vad" kan leda till insikt om vad som verkligen hander (Mason m.fl., 2010). Specialisering
kan kannas igen pa att eleverna soker efter eller formulerar exempel som har mindre variabilitet i

minst en dimension jamfort med den frage (uppgift) de borjar ifran.

Generalisering borjar ndr eleverna k&nner ett underliggande monster, &ven om de inte kan formulera
det. Det innebdr att de upptacker ett monster som leder till att eleverna forsoker formulera vad verkar
vara sant (en gissning), varfor det sannolikt &r sant (en motivering), nar det sannolikt ar sant (en
motivering) (Mason m.fl., 2010). En generalisering kan kannas igen pa att eleverna beskriver variation
inom minst en dimension och férsoker formulera denna i ord, bild eller symboler.

Gissning ar ett pastaende som verkar rimligt, men vars sanning inte har faststéllts, det som ofta
refereras till som en hypotes. Med andra ord, det har inte blivit 6vertygande motiverat och anda ar det
ovisst om det kommer att motsattas av nagra exempel, och det &r inte heller ként om det har nagra
konsekvenser som dr falska (Mason m.fl., 2010).

Overtygande &r ett argument som stér emot granskning och ar den sista processen. Det som behgvs ar
inte bara exempel, utan nagon anledning, nagot bakomliggande maonster eller en struktur for att
argumentera (Mason m.fl., 2010)
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Resultat

Detta kapitel har delats in i fyra delar. Den forsta innefattar frekvenstabeller och stapeldiagram.
Frekvenstabellen presenterar hur manga matematiska tankeprocesser identifierades i varje grupp,
medan stapeldiagrammen visar datafrekvenser fran olika grupper och kategorier for varje aktivitet.
Sedan foljer den andra delen som innehaller en presentation av analysen exemplifierat av ett par
exempel i detalj. Den tredje delen innehaller en presentation av elevsvar fran enkatundersokning och
slutligen kommenterar jag pa hur de fyra tankesétt ser ut till att verka ihop och vilken roll har
elevernas interaktion spelar for processen.

Resultaten av indikatorer inom matematiskt tdnkande processdata som forvantas i det skede av att
forsta och losa problemet erholls baserat pa granskning for inspelade diskussioner mellan eleverna.
Féljande tabeller visar resultaten av den matematiska tankeprocess som erhallits vid problemlGsning
fran varje aktivitet. Aktiviteterna ar av den typ som kan provocera fram bade matematiskt tankande
och matematik. Resultatet fran varje aktivitet ssmmanstallt i en frekvenstabell, dar &r x ar ett svar som
indikerar anvandningen av respektive process. | kolumnen for varje process visas hur manga ganger
varje svar forkommit i undersékningen. Antal rader for x i respektive kolumn relaterade till
deluppgifterna (se frekvenstabeller 2 - 4) eller aspektstyp (se frekvenstabell 1) som eleverna visade i
sina samtal. Data for deluppgifterna erhélls genom de strukturerade observationerna och granskning av
den inspelade elevers samtal. Varje frekvenstabell innehaller data fran tva grupper. Elevgrupper kallas
for grupp 1 och grupp 2 dér varje grupp bestar av ett mindre antal elever. Av etiska skal anges inte

antalet deltagare i varje grupp.

Frekvensen av de matematiska tankeprocesserna

Resultatet av den matematiska tankeprocess som observerades vid problemlésnings samtal.

Totala processer identifierad
Aktivitet 1 Specialisering Gissning Generalisering | Overtygande
Skriva ett
uttryck Grupp 1 | XXOOXXXXXXXXXXXXKK | XXXXXXXX
Grupp 2 | XXXXXXXXXXX XXXXX
Frekvenstabell 1
Totala processer identifierad
Aktivitet 2 Specialisering | Gissning | Generalisering Overtygande
Grupp 1
Halsningar | (@-b) XXX XX
(c-d) XXXXX XX XX X

14




Grupp 2
(a-b)
(c-d)

XXX
XX

XX

Frekvenstabell 2

Totala processer identifierad

Aktivitet 3 Specialisering | [Gissning Generalisering | Overtygande
Hitta monster | Grupp 1
(omkrets och | a) omkrets XXXXXXX XXXX XX XX
area) b) area XXXXX XXX XX XX
Grupp 2
a) omkrets XXXXXX XXXX
b) area XXXXXXX XXXXX
Frekvenstabell 3
Totala processer identifierad
Aktivitet 4 Specialisering | [Gissning | Generalisering | Overtygande
Vinkelsumman | Grupp 1
e (a-d) XXXXXX XXXX XXXX XXX
manghdérningar
(e-f) XXXXXXXXX XXXXXXX | XXXXXX XXXXX
Grupp 2
(a-d) XXXXX XXXX XXX XXX
(e-) XXXXXX XXXXX XXXX XXXX

Frekvenstabell 4

Dessa (x) rader motsvarar diagrammets y-axel. Gruppindelningen (kolumnerna) motsvarar staplarna

pa x-axeln.
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Aktivitet 1
Skriva ett uttryck

25
20
20
15 1
10 8
5
Grupp 1 Grupp 2
Specialisering Gissning
Diagram 1

Diagram 1 visar resultatférdelningen i tankeprocesserna nér eleverna arbetade i grupper for att 16sa
problemet i aktivitet 1. Resultatet visar att alla specialiseringar och gissningar gjordes i bade
grupperna ledde inte till nagon generalisering. Staplarna i diagram 1 visar att bada grupperna oscillera
mellan faserna “att préva specifika fall” och ” att férutsdga samband och resultat” (se tabell 2). Det
framgar ocksa att det finns en skillnad inom aspekterna av de matematiska tankeprocesserna att
specialisera och gissa. Resultaten visar ocksa att bade grupperna i fasen " att préva specifika fall"
kunde specialisera bra, genom att soka I6sningar baserade pa informationen i aktiviteten (se figur 1).

Aktivitet 2
Halsningar
6
4
2 I
0
Grupp 1a-b  Grupp 1 c-d Grupp 2 a-b  Grupp 2 c-d
Specialisering = Gissning = Generalisering  Overtygande
Diagram 2

Diagram 2 visar resultaten fran aktivitet 2. Fran dessa data visas slutférandet av indikatorerna for
tankeprocesser i gruppkategorier, dar analyserade data visar att det finns en skillnad i anvandningen av
tankeprocesser mellan de tva grupperna. De forvantade processerna i bada grupperna hade signifikanta
skillnader i de matematiska tankeprocesserna att specialisera, gissa, generalisera och dvertyga.
Resultatet visar ocksa att bade grupperna i faserna av att "forutsdga samband och resultat " och leta
efter monster och relationer” (se tabell 2) kunde specialisera och gissa bra, genom att séka och
understka olika majliga l6sningar baserade pa informationen i aktiviteten (se figur 1).

Déaremot hade grupp 2 ingen generalisering eller 6vertygande nar det géller delfragor (c-d).
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Diagram3

Resultatet fran aktivitet 3 kan sammanfattas pa diagram 3. Som det framgar av diagrammet tycks det
finns betydande skillnader mellan grupperna i tankeprocesserna att generalisera och dvertyga for att
I6sa problemet. Resultaten visar ocksa att bade grupperna i faserna av att ”Prova specifika fall”,
forutséga samband och resultat” kunde specialisera och gissa bra i genomsnitt, baserade pa
informationen i aktiviteten (se figur 1) for att hitta ratt strategi. Grupp 1 kunde géra mer generalisering
nér det géller fasen ” leta efter monster och relationer”, dar de kunde vélja en beskrivning for att géra
en lamplig illustration utifran informationen och syftet med aktiviteten. P4 samma satt gjorde grupp 2
en forutsdgelse, men de kunde inte formulera de korrekta gissningarna eller kommunicera orsaken
genom illustrationen de valde. Sjalva urvalet av illustrationer baserades pa amnesperspektiv genom
deras erfarenheter.

Diagram 4

Diagram 4 visar att skillnader inte ar sa stora mellan den matematiska tankeprocessen att specialisera,
generalisera, gissa och dvertyga i faserna for att ’préva specifika fall” undersoka specifika fall”,
“utvidga omfattningen av de resultaten som erhalls” och “kommunicera skal till att nagot &r sant”.
Bade grupperna i faserna att Prova specialfall” och »forutsaga samband och resultat” kunde de
specialisera och gissa bra. Aven i faserna ” leta efter ménster och relationer” och ” hitta och
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kommunicera skal till att nagot &r sant” (se tabell 2) de kunde motivera de idéer de gjorde och bilda ett
monster av de erhallna resultaten (se tabell 4).

Analysen exemplifierat

Aktivitet 1-Exempel fran elevers samtal kring problemldsningsférslag

Tankeprocesser

Specialisera — — Gissa—

«— Generalisera— «— Overtyga

Grupp 1

Vi testar sd att vi kan bestamma vilka
raknesatten vi kan anvanda!

5*4 + 32 =29

Anvénd division!  4/2 + 5*3 =17

Vi testar med minirdknare utan potenser
2*3+4+5=15

Kan vi anvande oss av exemplet i
uppgiften som en mall?

Om vi multiplicera tva av termerna!

5*3 +4+2 = 21, det &r ganska néra!

Testa med potens!

Testa med subtraktion och multiplikation!
(3-2)*4*5=20 Det stimmer!

Grupp 2

Vi maste testa med en lag siffra upphoijt
med ett annat for lag siffra!

3?+5+4=18

Anvand multiplikation och addition!
5*3 +4+2 =21 det ar ganska naral
Jag tror att jag har hittat ett satt:
(32)*4*5=20

Men vi har inte anvants potenser!

Jag tror att vi har réknat ratt! men det
kanns att det borde finnas ett annat sétt.

Aktivitet 2-Exempel fran elevers samtal kring probleml6sningsforslag

Tankeprocesser

Specialisera — «— Gissa—

« Generalisera— «— Overtyga

Grupp 1

Vi tanker om det ar 4 personer blir antal
hélsningar: 3+2+1=6

Det blir en mindre i sjalva entalet
(personer), eftersom om vi ar fyra personer
sa hélsar jag inte pa mig sjalv, utan jag
hélsar pa tre personer. Vi gér pa samma
sétt om det &r 10 personer:

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

Men det dr ganska svart att skriva alla de har
siffrorna! For att gora det enkel tester vi en
formel: n(n-1)/2

Vi tester for 10 personer:
10*(10-1)/2=10*9/2=45

Vi har en annan formel som fungerar pa
samma sétt! n (n + 1) /2

Om vi testar med mindre tal till exempel 9
9*(9+1)/2=9*10/2=45
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Grupp 2

Vi tanker om person 1 hélsar pa person 2,
3 och 4, sa person 2 ska inte halsa pa
person 1, eftersom de redan har halsat pa
varandra, sa det blir minskning med en pa
antal personer

Det blir samma metod for 10 personer
9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

vi borjar med att gora en tabell som kan
hjalpa oss att hitta ett samband mellan
antal personer och antal halsningar.

Aktivitet 3-Exempel fran elevers samtal kring problemldsningsforslag

Tankeprocesser | Specialisera — — Gissa— «— Generalisera— « Overtyga
Grupp 1 Med varje ny ruta 6kar antal sidor med 3. | Omkrets 6kar med 8 cm i varje ny figur.
Omkrets for figur 1 ar 4, for figur 2 ar 12. | Detta betyder att det gar att rakna omkrets for
10:e figur.
Arean okar med 4 rutor for varje ny figur. | 4+ (10-1)*8=76cm, (4+(N-1)*8)
Vi kan rakna arean for figur 3:
25 -16 = 9 cm? Arean okar med 4 cm? for varje ny figur.
Den 20:e figuren area blir da:
(1+19*4)=77cm? (1+ (N-1) *4)
Grupp 2 Omkrets for figur 1 ar 4, for figur 2 ar 12. | Omkrets for 10:e figur berdknas:

Till exempel area for figur 3 beréknas:

25-16=9cm?

8*10+4=84cm
Som generellt géller féljande formel:
(8*x+4)
Den 20:e figuren area blir:
20*4+1=81cm?
Generellt géller féljande formel:
(x*4+1)

Aktivitet 4-Exempel fran elevers samtal kring probleml6sningsforslag

Tankeprocesser

Specialisera — «— Gissa—

«— Generalisera— «— Overtyga

Grupp 1

Vinkelsumman alltid i en triangel blir 180
gradar. Och i en fyrhdrning skulle jag sdga
ar 360 gradar, man kan se det som att det
ar tva trianglar. Varje horn som laggs till
kan man se det som att en ny triangel
bildas. Vilket betyder

180 + 180 = 360°

For en 27-hdrning eller de storre figurerna,
kan vi tdnka pa samma satt?

27 — 3 = 24 tror jag! Da kan man ta bort det
som man har fran bérjan, eftersom vi utgar ju
fran att det var tre horn.

Vinkelsumman = (n - 3) * 180 + 180 (n &r
antal horn i en manghorning)

Vi tester det med till exempel 4 hérning?
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Grupp 2

Det vi vet att vinkelsumman i en tre-
horning (triangel) &r 180 grader.

For det fyrhorning &r det bara dela upp
fyrhorning i tva tringlar.

For en tio-horning! Kanske 180 *8 =1440

Nu ska vi bestdmma vinkelsumma i en 27-
horning eller de storre figurerna:

180 * (27-2) = 4500° Ar detta ar rimligt?

Ja det ar det eftersom det ar ganska manga
hérningar.

grader

180 * (n - 2)

Vi tester med en femhdrning.
180* (5-2) = 540° grader
Generellt géller foljande formel:

Elevsvar fran enkatundersokning

Elevers individuella svar och data samlades in fran enkatundersokning som utfordes efter
genomforande av tva aktiviteter, dessa &r aktivitet 3 och 4. Enkétfragorna baserat pa aktiviteternas
innehall. Elevernas svar analyserades och kodades enligt de fyra tankeprocesserna i det matematiskt
tankande. Foljande ar exempel pa elevsvar avser teman i tabell 3.

Exempel fragor

Exempel pa elevsvar

Tankeprocesser

Hur borjade du
tanka?
Organiserade
din information?
Ditt tankande?

Aktivitet 3

Jag borjade med att se hur mycket omkretsen 6kade per
figur for att dar igenom hitta ett samband

Specialisering

Aktivitet 4

Jag tankte pa det vi har lart oss om vinkelsumma. till
exempel att en triangel har vinkelsumman 180° samt en
fyrhérning har vinkelsumman 180° * 2 = 360°

Specialisering

Vad betyder
matematiskt
tankande? Hur
ké&nner du igen
det?

Aktivitet 3

Matematiskt tdnkande betyder att tanka pa ett matematiskt
satt. Alltsa att I6sa olika problem med matematiska
metoder. Jag kanner igen det, eftersom det ar det man gor
nar man ska losa olika problem i matteboken eller muntligt

Specialisering

Aktivitet 4

Jag tanker att matematiskt tankande ar nar man tanker med
siffror och andra matematiska tecken som till exempel 7

Specialisering

Vilken strategi
anvande du?

Aktivitet 3

Vi anvande oss av att rakna hur manga rutor figurerna
hade med hjalp av rutnatet

Specialisering

Aktivitet 4

Jag téankte forst ut vinkelsumman individuellt for att sedan
hitta ett monster mellan antal hérn och vinkelsumma.

Specialisering

Gissning
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Har du testat att
gissa?

Aktivitet 3

Ja, jag testade. FOrst med en gissning for att se om mitt
svar skulle vara nagorlunda nara gissningar

Gissning

Specialisering

Aktivitet 4
Inte riktigt, vi forsokte rakna ut det direkt

Specialisering

Vad var din
uppskattning
eller
forutsagelse?

Aktivitet 3
Jag hade ingen uppskattning, jag borjade rékna direkt

Specialisering

Aktivitet 4

Att 180 ganger okningen av antalet horn fran figur 1 alltsa
N-3 eftersom den forsta figuren hade 3 horn. Sedan
adderar man 180 eftersom den forsta figuren hade 180 som
vinkelsumman och den alltid beh6vs adderas till 6kningen

Specialisering

Gissning

Hur saker var du
pa ditt svar?

Aktivitet 3

Jag var saker da hade jag kommit fram till en formel samt
testade den

Generalisering

Overtygande

Aktivitet 4

Jag kande mig saker da jag hade testat detta pa flera olika
manghorningar och det hade stamt.

Specialisering

Generalisering

Overtygande

Hur kunde
bevisa det?
Forklara det?

Aktivitet 3

Jag kan bevisa mitt svar genom att forst se om det later
rimligt och sedan kontroll rakna och se om jag far samma
svar om jag anvander samma metod pa en annan figur

Specialisering

Generalisering

Overtygande

Aktivitet 4

Genom att testa formeln pa de manghdrningar som jag
sedan kande till vinkelsumman pa for att se om formeln
stamde. Vilket den gjorde.

Overtygande

Finns det en
verklig situation
dér detta kan

Aktivitet 3

Exempelvis hur mycket pengar jag far pa tre manader om
jag far samma lén

Generalisering

Overtygande

anvandas? _ S—
Aktivitet 4 Specialisering
Kanske om man ar matematiker eller byggarbetare, arkitekt
Generalisering
Hur skulle din Aktivitet 3 Gissning
mz;ognfé’rr;gera Jag tror sattet hur vi kom fram till en formel skulle fungera | Specialisering
bra med andra problem. Dessutom &r det bra att testa sig —
problem? fram i andra problem. Generalisering

21




Aktivitet 4 Specialisering
Metoden skulle fungera val ifall problemet handlade om

figurer som férandras i en jamn oférandrad takt. Generalisering
Finns det en Aktivitet 3 Specialisering
allmén regel? Nej, eftersom alla figurer / former inte &r lika och 6kningen

kan vara olika Gissning

Aktivitet 4 Specialisering

Ja, for att rakna ut vinkelsumman for en manghérning kan | Generalisering
man anvanda formeln: 180 * (n —2)

Overtygande

Efter Dataanalys fran observation, elevers samtal och enkatundersokning hittades fyra ménster:

For det forsta, klassrumsobservationen visade att elevers interaktion och samtal i sma grupper
uppmuntrar eleverna att anvanda sig av tankeprocesser i sitt matematiska tankande, vilken paverkade
positivt elevernas engagemang att 16sa problemen.

For det andra, resultat fran analysen, observationer och enkater visade att alla tankeprocesser inte
nodvandigtvis ingar i elevernas resonemang nar de arbetar med problemldsning.

For det tredje, resultatet fran dataanalys visade att aktivitetens strukturella egenskaper och
uppgifternas svarighetsgrad paverkade vilka tankeprocesser eleverna anvande.

For det fjarde, dataanalys och observation visade att elevernas anvandning av det tidigare inlarda
kunskaper och deras erfarenheter paverkade i vilken grad eleverna specialiserade sig, gissade,
generaliserade och 6vertygade.

Resultaten fran frekvenstabellerna visar att eleverna kunde specialisera sig pa alla fyra aktiviteterna.
Aven om statistiken visade att bada grupperna hade specialiserat sig lika val var det en markbar
skillnad mellan grupperna och aktiviteterna.

Fragan om pa vilka satt ar tankeprocesserna kopplat till typen av aktivitet? Denna fraga besvarades
genom att tolka resultaten av elevernas matematiska tankande som avsldjades nar den forsta
forskningsfragan besvarades. Resultaten visade att elevernas tankeprocesser fardigheter i
problemldsning saval som den naturliga rorelsen mellan tankeprocesserna och dessa strategier kan
karakteriseras som nyckeln till deras framgang att 16sa matematiska problem.

Samspel

Baserat pa dessa data, forklarar jag att det finns en skillnad i varde mellan de fyra
tankeprocesskategorierna beroende pa typen av aktivitet och problemldsningssvarighet.

Resultatet fran observationer, elevers samtal och elevernas l6sningsforslag visar alla fyra processerna
for matematiskt tdnkande och processerna till spiralformade ramverket i enlighet med Burton (1984)
teorin. For att specialisera sig manipulerade eleverna siffror som var konkreta for de for att fa i gang
en kansla och skapa artikulationen av en generalisering.

For att forsta och utveckla elevers matematiska tankande behover larare och forskare ett verktyg som
gar utdver traditionella prov och bedémningar. Det framgar fran resultatet att matematiskt tankande
paverkas av samspelet mellan aspekterna (kunskapsbas, problemldsningsstrategier, 6vervakning och
kontroll, uppfattningar och effekter och praxis) som foreslagit av Schoenfeld (1992) och
tankeprocesserna (specialisering, gissning, generalisering och évertygande) som presenterad av Mason
m.fl. (2010).
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Diskussion

Syftet med denna del ar att diskutera vad som hittats i relation till forskningsfragorna om elevernas
tankeprocesser och den dynamiska processen av problemlésning.

Som framgatt ovan har diskussioner, interaktioner tillsammans med erfarenheter och
aktivitetsegenskaper en viktig roll i problemlésning. Relationerna mellan problemlésning,
tankeprocesser och problemldsningsfaser visar sig vara dynamiska, de paverkar varandra och eleverna
ror sig naturligt mellan dessa olika processer.

Observationen och dataanalysen visade att de fyra tankeprocesserna, specialisering, generalisering,
gissning och dvertygande inte alltid kommer tillsammans i en problemlésningssituation. Beroende pa
typ av aktivitet anvander eleverna ibland tva eller tre tankeprocesser. Datasekvensen fran de fyra
aktiviteterna visade att specialisering och gissning var nddvéndiga i elevernas tdnkande medan
generalisering och évertygande inte kunde upptackas i alla aktiviteter i bade grupperna. Detta resultat
skiljer sig fran Stacey (2006) som pavisade empiriskt tva par processer genom vilket matematiskt
tankande ofta gar fram, det &r specialisering och generalisering som det ena process-par, medan
gissning och dvertygande som det andra. Enligt Staceys (2006) om eleverna inte forstar vad en frage
stéller, bor de sjalva bestdimma sig for att prova ett exempel (specialisera sig) for att se vad som
hander, och om de é&r inriktade pa att konstruera dvertygande argument, da kan de lara sig av skal
snarare an regler (Stacey, 2006).

I den hér studien verkade eleverna forflytta sig mellan att specialisera sig och att gissa utan att
generalisera och dvertyga i vissa situationer. Vilket innebar att eleverna inte alltid kunde se ett tydligt
monster nar de arbetade tillsammans, nagot som styrks av tidigare forskning (Hino, 2015; Sfard &
Kieran, 2009). Detta innebdr att aspekterna av generalisering och dvertygande inte ar uppenbara i
problemldsningssituationer dér elever samtalar och diskuterar problemet genom klassrumsinteraktion.
En méjlig tolkning till detta ar att eleverna har olika erfarenheter och formagor nar det galler
generaliserings aspekt. Elevernas erfarenheter och den tidigare inlarde matematikkunskapen paverkade
deras anvandning av tankeprocesserna, nagot som tidigare studier ocksa har visat till exempel
(Chinnappan, 1998; Webb m.fl., 2021) att elevernas kunskap i matematik hjalper de att skapa nya
kopplingar mellan matematiska idéer och representationer och utoka sina problemlésningsstrategier.

Resultatet antydde att bade grupperna i fasen av att forsta problemet kunde specialisera bra, i
genomsnitt, genom att gora illustrationer baserade pa informationen i problemet for att gora det lattare
for dem att hitta ratt strategi. Bade grupperna 6vervagde att prova specifika fall (specialisera) i alla
aktiviteter. Resultatet visade ocksa att gissningar har betydelse for att artikulera och manipulera
informationen och siffrorna for att man ska kunna ge sig pa problemet, vilket stammer 6verens med
Burtons (1984) modell i beskrivningen av dynamiken av det matematiska tdnkandet.

Dataanalysen, resultaten visade ocksa att aktivitets typ och svarigheten paverkade vilka tankeprocesser
eleverna anvander i sitt problemldsande samtal. Resultatet indikerade att eleverna var mer engagerade
i att generalisera och dvertyga sig i den fjarde aktivitet i jamforelse med de andra aktiviteter. Vid
observationen och dataanalys av problemlésnings samtal fran bade grupperna indikerades att alla
kategorier for tankeprocesserna inkluderades sdsom specialisering, generalisering, gissningar och
overtygande i elevernas diskussioner nar de samtalade kring olika l6sningsférslag for att komma fram
till svaret. Detta var forvantats eftersom aktivitets egenskaper och kvaliteten pa elevernas geometriska
kunskap ledde eleverna genom de tankeprocesser som forklarades av Burton (1984). Saledes de
strukturella egenskaperna hos aktiviteten baserade pa geometrikunskaper och elevernas fardigheter
kan ha genererat framsteg inom tankenivaerna. Detta ligger i linje med Mason m.fl. (2010) havdande,
néar man forsoker forklara varfor, for att motivera en gissning om vad som &r sant, finns det generellt
tva kallor till monster, den ena ar originaldata vilket &r vad eleverna vet, medan den andra kallan &r
vad eleverna gissar vilket ar vad de vill motivera (Mason m.fl., 2010).

Dataanalysen visade att aktivitetstyp och dess strukturella egenskaper paverkar elevers anvandning av
tankeprocesserna i problemldsningssituation. Detta skiljer sig inte fran Mason m.fl. (2010) argument,
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att fokusera pa specifika strategier gor fragan meningsfull att borja se ett underliggande maénster i alla
specialfall som kommer att vara ledtraden for att I6sa fragan helt.

Observationer och dataanalys visade att effekten av elevernas erfarenheter och interaktion mérkbar.
Oavsett aktivitets typ, eleverna engagera sig i andras idéer nar de samarbetar i sma grupper, vilket
stdammer Overens med Webb m.fl. (2021).

Baserat pa exempel pa elevers skriftliga kommentarer fran enkater som besvarades individuellt
gallande problemldsning, matematiskt tdnkande och tankeprocesser, indikerade resultaten av elevernas
svar att de var mer bendgna att specialisera sig och generalisera &n att gissa och 6vertyga.

Generellt sett indikerades elevs svar fran enkatundersokning att eleverna har specialiserat och
generaliserat mer &n att de anvéande sig av gissningen och dvertygande. Detta resultat skiljer sig till en
viss del fran observationen och dataanalys av elevers inspelningssamtal. En mojlig tolkning &r att vissa
elever forsdkte undvika att ndmna att de har anvant sig av gissning strategi i de enskilda svaren. De
verkade vara medvetna om att gissning inte ar riktigt sann. For eleverna betyder generalisering att
anvanda algebra. Da har de redan lart sig att anvanda algebra for att skriva ett bevis, men redan innan
de har denna fardighet kan de fa fram 6vertygande argument (Stacey, 2006).

Denna studie ramades in av en klassrumsobservation, och placerades i en aktionsforskning. Da
forskning avser matematiskt tdnkande, innebér det att observationen var en viktig del av studien for att
studera och granska elevers tankar och idéer i samband med problemldsningssituationer. Nagot som
tidigare forsknings ocksa har visat (Franke m.fl., 2001; van Es & Sherin, 2008) dér larare kan skapa
kunskap om barns tdnkande nér de interagerar med sina egna elever. | den har studien hade samtalen,
klassrumsinteraktion och l&rare observation en betydande roll att identifiera viktiga handelser i
klassrumssituation for att forsta elevernas matematiskt tankande och deras forstaelse om amnet i syftet
med att kunna agera lampligt i situationer som kan paverka elevernas tankande, nagot som styrks av
tidigare forskning (Mata-Pereira & da Ponte, 2017) som visade att lararens agerande som far eleverna
att generalisera och motivera.

I denna studie anvande jag en kombination av olika metodiska verktyg, dessa ar klassrumsobservation,
elevers samtalsinspelning, klassrumsinteraktion, och enkatundersokning. Detta for att gora det mojligt
att tolka och analysera den insamlade data utifran den faktiska situationen, pa sa satt kan olika aspekter
beaktas. Vilket resulterar en béttre forstaelse av elevers matematiska tankande. Det ar mycket svarare
att observera tankeprocesser mellan manniskor som pratar tillsammans, eftersom olika personer
signalerar pa olika satt, speciellt om de ar osdkra eller osékra i gruppen (Mason, 2002).

Aktionsforskning var en viktig process i denna systematiska undersdkning som syftade till att studera
tankeprocesserna for att forbattra matematikundervisning och for att motivera och utveckla elevers
larande. Detta ar i linje med Mason (2002) som hévdar att en av de vanligaste observationerna av
manniskor som gor personlig forskning ar att de lagger marke till och ifragasatter mer. Det ar mer
effektivt att notera faktumet av inre motstand och att koncentrera sig pa att se mojligheter att forsoka
agera annorlunda (Mason, 2002). Det kan ibland uppsta en plétslig kansla av 6kad medvetenhet och
mdojlighet och om ett nytt alternativ véljs (Mason, 2002).

De metodologiska nackdelarna var att det var tidskravande, eftersom datainsamling och analysen
utfordes med hjalp av olika metodiska verktyg som ska beaktas. Svarigheter att observera
tankeprocesserna mellan manniskor och stélla fragor individuellt i enkaten, svarighet att tolka den
sociala interaktionen, eftersom olika situationer upplevs olika vid olika tidpunkter.

Dataanalysen fran klassrumsobservation och enkatundersokning visade att atmosfaren och
interaktioner bidrog till elevernas framgang att prova idéer for att 16sa problem. Detta staimmer med
Schoenfeld (1992) pastaende att skapa en klassrumatmosfar dar alla elever kanner sig bekvama med
att prova idéer. Enligt Schoenfeld (1992) pa lektionerna lar sig eleverna att matematiken i vart
nuvarande klassrum ér till stor del kulturell och stracker sig langt bortom rackhall for de matematiska
fakta och procedurer de studerar enligt den explicita laroplanen. | denna studie paverkades elevernas
prestationer i alla aktiviteter av klassrumsatomsfaren som gjorde det mojligt for eleverna att forklara
sina tankar i alla skeden av problemldsning.
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Att lagga marke till hur elevernas tanker ar bade faktiska och mojliga och kraver smidighet i
ogonblicket som maste vara bade fantasifullt och disciplinerat, da finns det majlighet att noga folja
elevernas tankande, med hjélp av flera beviskallor, samt att ha i atanke och dvervaga alternativa drag
och deras tajming. (Sherin m.fl., 2011). Vad som ar mycket mer anvandbart &r att uppleva och
anvénda dem sjalv (Mason, 2002).

I boken "Researching your own practice" skrev Mason (2002):

“The more you listen to students working together in groups, the more you realise the complexity of
‘being taught’. The more you probe children’s thinking, the more you realise how sophisticated and
powerful children’s thinking can be.” (Mason, 2002, s. 27)

Genom observationer och klassrumsinteraktioner fick jag titta narmare pa aspekterna som paverkar
elevernas kunskapsutveckling. Aven om mitt fokus var fran borjan att undersoka det matematiskt
tdnkande och dessa strategier som eleverna anvénder i sitt problemldsande samtal, kom jag fram till att
framsteg i det matematiska tankandet kan relateras till specifika typ av interaktioner. Vidare var de
specifika interaktioner som inducerade en specifik niva av anvandning av de fyra tankeprocesserna
relaterade till aktivitetsegenskaper och elevers erfarenheter. Det &r ocksa vart att notera att de specifika
interaktionerna kom fran elever med varierande framgang i matematik, vilket tyder pa att de flesta
elever faktiskt deltog i att fora processen framat, och att de formodligen uppnadde mer tillsammans &n
de skulle ha lyckats var for sig (Varhol m.fl., 2021).

Genom att studera tankeprocesser och dessa strategier for att tolka elevernas fardighet har jag blivit
mer medveten om att eleverna anvander tankeprocesser i olika utstrackning utifran sin process och sin
tidigare inlarda kunskapar. Jag har aven blivit mer Gvertygad att elevernas larande sker pa
matematiklektionerna pa grund av gruppdiskussioner, erfarenhetsutbyte, idéutbyte,
klassrumsinteraktion och inlarningsatmosfar. De inblandade grupperna har ocksa blivit battre pa att
kénna igen monster och relationer i problemlésningssituation.

Denna studie visade att forstaelse av elevers matematiska tankande framgangsrikt kan avsléja de
dynamiska problemldsningsstrategier som eleverna anvander. Dessa strategier var en integrerad del av
elevernas tankeprocess. Dessutom stddde elevernas syn fran den individuella svar pa
enkatundersokning pa matematiskt tankande resultaten fran problemlosnings forslagit fran bade
grupperna.

Nér eleverna arbetade i sma grupper for att diskutera losningsforslag i fyra olika aktiviteter hade de
ingen idé om Burtons (1984) tankeprocesser for matematiskt tdnkande. Syftet var att leta efter dessa
processer i deras diskussioner nér de samtalar kring problemldsning for att komma fram till svaret.
Aven om eleverna verkade forflytta sig naturligt mellan tankeprocesserna, anvande eleverna inte alla
kategorier for processerna i alla aktiviteter de blivit ombedda att gora tillsammans. Deras prestation
paverkades av aktiviteternas innehall, svarighetsgrad och elevernas forkunskaper inom matematik
samt den sociala interaktionen och dess arbetsmiljo.

Detta ger ett behov att stélla ett par fragor. Den forsta ar, om det ar majligt for eleverna i sitt tankande
att rora sig enbart mellan specialiseringen och gissningen utan att generalisera och 6vertyga? Behover
de forsta att det finns en I6pande risk att de inte 16ser problemet korrekt?

Den andra fragan, hur paverkas dynamiken att 16sa problemen om eleverna i sitt tankande inte ror sig
genom den spiralformade modellen som Burton (1984) férslog?

Med uppfattningen om matematiken som empirisk och fokus pa elevernas upplevelser, da bor aven
undervisningens inriktning &ndras (Li & Schoenfeld, 2019). Li & Schoenfeld (2019) havdar att skiftet
ar fran undervisning tankt som "vad ska lararen gora" till undervisning tankt som "vilka matematiska
erfarenheter ska eleverna ha for att de ska utvecklas till kraftfulla tdnkare?”

Li & Schoenfeld (2019) belyste vikten av att se matematik som en mansklig aktivitet, genom att se till
att den ar meningsfull for eleverna sa att den ska utveckla elevernas matematiska tankande om idéer,
snarare an att bara absorbera en uppsattning statiska och frankopplade kunskaper och fardigheter.
Varje elev kan uppleva matematik genom olika metoder och “egen™ matematik som en mansklig
aktivitet (Li & Schoenfeld, 2019).
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Utifran denna studie, kan indikationer sagas framgangsrikt avsloja aspekter som paverkar elevernas
anvandning av strategierna for tankeprocesserna. Dessa exempelvis grupper blandades utifran olika
prestationsformaga (heterogen blandning). Nasta steg skulle vara att anpassa ramverket och aktiviteter
till data fran likapresterande grupper (homogena grupper) for att se om processerna kan upptackas
eller sekvenseras pa samma satt, dven for att forsta hur paverkar det elevernas larande.
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