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Sammanfattning

Syftet med denna licentiatuppsats ér att prova en specifik strukturell
modell som stdd for elevers utforskande av relationer mellan tal i ad-
ditiva strukturer dven nér negativa tal ir inkluderade. En intention &r
att resultatet ska kvalificera undervisningen och utgora ett stod vid
planering och genomférande av en undervisning avseende ekvationer
med additiv struktur utifran algebraisk undervisning som alternativ till
att 1 forsta hand finna en 16sning med stdd av regler och procedurer.
Under studien kartlades, kategoriserades och beskrevs elevernas erfa-
rande av fenomenet relationer mellan kvantiteter. I studien provades
dven om, och 1 sadant fall, pa vilka sétt en specifik strukturell modell
anvéndes av elever under arbetet med att utforska ekvationers struktur.

Elever frén drskurserna 3, 8 och 9 deltog i semistrukturerade inter-
vjuer samt i forskningslektioner. Tre grupper av ldrare samt tva fors-
kare planerade, genomforde och reviderade forskningslektionerna ba-
serat pa ansatsen learning study.

Fenomenografi var den teoretiska ansatsen for de inledande semi-
strukturerade intervjuerna. Variationsteori och lirandeverksamhet var
de teoretiska ramverken for forskningslektionerna dér Davydovs pro-
gram var en inspirationskalla.

For att uppnd syftet formulerades foljande forskningsfragor:

1) Vilka skilda sitt att erfara fenomenet relationer mellan kvanti-
teter kan urskiljas 1 elevintervjuer?
2) P& vilka sitt anvédnder elever en specifik strukturell modell for
att utforska ekvationer?
Den forsta forskningsfragan besvaras i Artikel 1 som visar att elever
erfar relationer mellan kvantiteter som nagonting som ska berdknas al-
ternativt ndgonting som ska relateras. Den andra forskningsfragan bes-
varas i Artikel 2 som visar att elever anvénde sig av den i studien pro-
vade specifika strukturella modellen sdsom ett formulér att fylla i al-
ternativt som en larandemodell och redskap for att identifiera del-hel-
hetsstrukturen mellan tal i en ekvation samt for att vélja lamplig
operation att 16sa ut det obekanta talet.



Resultaten visar pd mojligheten, men dven utmaningen, att introdu-
cera en algebraisk undervisning med fokus pa analys och teoretiska re-
sonemang dven for elever med erfarenheter fran en alternativ bak-
grund.

Nyckelord: ldrandemodell, del-helhetsstruktur, ekvationer, negativa
tal, larandeverksamhet, learning study.
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Abstract

The aim of the licentiate thesis is to examined a specific structural
model in order to support students' exploration of relationships be-
tween numbers in additive structures even when negative numbers is
included. One intention is that the finding should qualify the teaching
and constitute a support when plan and implement teaching regarding
equations with additive structure based on algebraic teaching as an al-
ternative to primarily finding a solution with support of rules and pro-
cedures. During the study, the students' experiences of the phenome-
non relationships between quantities was examined, categorized and
described. In the study it was also examined whether and, if so, in
what ways a specific structural model was used by students during the
work of exploring the structure of equations.

Students from grades 3, 8 and 9 participated in semi-structured in-
terviews and in research lessons. Three groups of teachers and two re-
searchers planned, conducted and revised the research lessons based
on the learning study approach.

Phenomenography was the theoretical approach for the initial semi-
structured interviews. Variation theory and learning activity were the
theoretical frameworks for the research lessons where Davydov's cur-
riculum was a source of inspiration.

In order to achieve the aim, the following research questions were
formulated:

1) What different ways of experiencing the phenomenon of rela-

tionships between quantities can be discerned in student inter-

views?

2) In what ways do students use a specific structural model to ex-

plore equations?
The first research question is answered in Article 1, which shows that
students experience relationships between quantities as something to
be calculated or something to be related. The second research question
is answered in Article 2, which shows that students used the specific
structural model examined in the study as a form to fill in alternatively
as a learning model and a tool to identify the part-whole structure
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between numbers in an equation and to choose appropriate operation
to find the unknown number.

The findings show the possibility, but also the challenge, of intro-
ducing an algebraic teaching with a focus on analysis and theoretical
reasoning also for students with experiences from an alternative back-
ground.

Keywords: learning model, part-whole structure, equations, negative
numbers, learning activity, learning study.
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Prolog

”Men skillnaden mellan fem och étta ar ju tre...”

Citatet kommer fran en flicka i &rskurs 7 som medverkade i ett ut-
vecklingsprojekt dir jag tillsammans med kollegan Jane Tuominen
handledde en grupp ldrare. Vid det aktuella tillfdllet fokuserade vi till-
sammans pd subtraktion och negativa tal. Utifrdn ett fortest, dar tre av
fyra elever angett ’3” som 16sning till uppgiften 5—8 =, var var
ambition med forsokslektionen att eleverna skulle fa syn pa att den
kommutativa lagen inte géller for subtraktion. Flickans uttalande syn-
ligjorde att véra forgivettaganden om orsaken till elevernas felaktiga
svar inte stimde. Flickan hade grundat sitt uttalande, "tre”, pd andra
grunder dn vad vi initialt trodde — det handlade inte om en felaktig
uppfattning om den kommutativa lagen. Denna héndelse blev, precis
som Tuominen (2022) uttrycker i sin licentiatuppsats, en utgangspunkt
att fundera ytterligare pé: vad ska till i undervisningen kring ekvat-
ioner — i synnerhet med subtraktion som uttryckt operation och dir ne-
gativa tal ingar.

Jag har sjélv haft svart att memorera pa vilka sétt berdkningar ska
utforas, 1 stillet har jag forsokt analysera bortom de regler och proce-
durer som presenterats for mig. Senare kom jag som ldrare att under-
visa elever i rskurserna 7-9 och métte di framst de elever som i hog
grad kimpade med matematikdmnet. Jag sdg det som viktigt, men
dven som en utmaning, att mojliggora for eleverna att urskilja under-
liggande och generella matematiska strukturer. Ofta anvinde eller
skapade vi modeller och “redskap” inom det matematiska omraden
som bearbetades, exempelvis for att hantera tal 1 brikform eller multi-
plikation och division med 10, 100 och 1000. Som lérare arbetade jag
dven med del-helhetsmodeller i form av linjediagram, men upplevde
att dessa kom till korta nér negativa tal var inkluderade. Nér jag senare
arbetade som utvecklare i matematik motte jag flera ldrare som ut-
tryckte utmaningen att undervisa avseende ekvationer och i synnerhet
nér negativa tal ar inkluderade.



Studien omfattar en alternativ infallsvinkel i matematikundervis-
ningen utifrdn de utmaningar jag sjdlv, och tillsammans med andra l&-
rare, upplevt med memorering av regler och procedurer. Forskningsin-
tresset berdr om, och i sddant fall pé vilka sitt, en specifik strukturell
modell kan utgdra ett stod sdsom ett medierande redskap vid utfors-
kandet av generella matematiska strukturer.

Parallellt med denna studie, vilken genomfordes pa hogstadiet, ge-
nomfordes en likartad studie med liknande syfte och forskningsfragor
samt inringat lirandeobjekt dven pa lagstadiet. Studien pa 14gstadiet
leddes av forskarkollegan Tuominen och tack vare ett nidra samarbete
mellan Tuominen och mig upptéickes redan vid ett inledande skede att
likheten mellan de tva studierna var stora, varfor vi beslot att samman-
foga de tvd studierna till en gemensam. Som forskare ansvarade vi
fortfarande for vara ursprungliga larargrupper rorande exempelvis
sammankallande till tréffar eller databearbetning som transkriberingar
och analyser. Detta beskrivs mer nedan.

Tillsammans med Tuominen skrevs de bada artiklarna som utgdr
basen for denna uppsats. Allt arbete fram till slutfasen i Artikel 1 ge-
nomfordes till lika delar mellan mig och Tuominen dér jag tog sédrskilt
ansvar for dataproduktion inklusive transkribering och analys av det
som dr kopplat till hogstadiet. Tuominen hade ansvaret att slutfora Ar-
tikel 1 och hade ocksa kontakten med tidskriften dér artikeln publice-
rades, varfor hennes namn star férst som forfattare 1 Artikel 1. For Ar-
tikel 2 &r jag huvudforfattare, dven hir med storst ansvar for datapro-
duktionen frdn hogstadiet. Jag var mest ansvarig for att bearbeta arti-
keln samt uppritthalla kontakten med den aktuella tidskriften. Aven
om vi tva, som forskarkollegor, genomférde manga moment av stu-
dien tillsammans, hade vi olika syften och fragestdllningar som ut-
mynnade i individuella arbeten, varfor det var mitt enskilda ansvar att
skriva denna sammanléggande licentiatuppsats.






1 Introduktion

I studien som rapporteras i den hir uppsatsen fokuserades pa vilket
sétt en specifik strukturell modell anvéndes av elever for att utforska
ekvationers struktur och relationer mellan helhet och delar.' Vid en ge-
nomgang av tidigare forskning framtréder att undervisningen i aritme-
tik, nér specifika tal dr insatta i uppgifterna, tenderar att vara inriktad
pa 16sningen och for att 16sa ut det obekanta talet i en ekvation (Da-
vydov, 1986/2008; Kilpatrick m.fl., 2001; Lins & Kaput, 2004). I {6-
religgande studie var inte fokus pa att utfora en berdkning utan pa ste-
get fore berdkningen: att med stdd av en specifik strukturell modell
analysera ekvationers struktur for att urskilja talens forhéllande till
varandra, fOr att ddrefter vdlja 1dmplig operation, utféra en berakning
och avslutningsvis 16sa ut det obekanta talet.

I uppsatsen nyttjas ekvationer som “arena” for att urskilja matema-
tiska strukturer. Under studien utforskades ekvationer med additiva
strukturer> omfattande tre ingdende tal: tva addender och en summa,
alternativt en minuend, en subtrahend och en differens. Talen, kdnda
som obekanta tal, utgjordes av bade naturliga och negativa tal.

1.1 Losningsfokus

En vanlig uppfattning dr att skolmatematik handlar om att berékna en
uppgift for att finna den rétta I6sningen. En undervisning dér fokus
ligger pé att finna uppgiftens 16sning och dér regler och procedurer
anvénds for att finna en numerisk 16sning kan bendmnas som /os-
ningsfokuserad (t.ex. Kilpatrick m.fl., 2001). En risk med ett alltfor
stort 16sningsfokus ér att regler for berdkningar memoreras och an-
vénds, vilket kan innebéra att andra dimensioner kommer i bakgrun-
den (Mason m.fl., 2005/2012; Mellin-Olsen, 1981; Skemp, 2006).
Nir regler anvénds utan insikt i den bakomliggande matematiken
kan det bendmnas som instrumentell forstdelse (instrumental un-
derstanding) (Mellin-Olsen, 1981; Skemp, 2006). Den matematik som

! Ekvationer definieras i uppsatsen som en likhet dir ett eller flera av talen ér obekanta.
2 Operationer omfattande addition respektive subtraktion.
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beskrivs utgé fran regler och procedurer kan ocksé benimnas som
know how (Chevallard, 2015; van Oers, 2001). Ett exempel pé nér reg-
ler anvinds utan insikt kan vara nér en ekvation med negativa tal in-
kluderade, som 5 — (-3) = x, ska hanteras och regeln “minus och minus
ar plus” anvénds for att skriva om ekvationen till 5 + 8 = x. Elever
som anvénder sig av regeln utan insikt eller reflektion 6ver bakomlig-
gande matematiska idéer och senare moter en uppgift som inte helt
ligger 1 linje med hur regeln ska anvéndas kan mota svarigheter vid
fortsatt arbete. Om uppgiften exempelvis dr utformad som (-5) -3 =x
riskeras dven den att felaktigt omskrivas till 5 + 8 = x (se Kullberg,
2010). Ett andra exempel pd 16sningsfokus utifran inldrda procedurer
ar nér subtraktionsuppgifter 16ses med “’ta bort” som enda strategi.
Elever som saknar kunnande om att en subtraktion som 51 — 49 =x
kan hanteras pé andra sitt &n att paborja en rédkning “bakét”, fran 51
och rikna nedat i 49 steg har ett drygt arbete framfor sig (Fuson &
Fuson, 1992). Eleverna kan exempelvis rita upp 51 streck, dérefter
stryka 49 av strecken, for att slutligen rdkna hur manga streck som
aterstir — dessa strategier har jag mott hos elever 1 arskurs 7. Ytterli-
gare exempel pé 16sningsfokus &r nér likhetstecknet ses som en signal
att genomfora en berékning. Det kan ge konsekvensen i en uppgift
sasom 8 + 5 =x + 9, att eleven svarar ”’13” alternativt 22" i stdllet for
att se likhetstecknet som en symbol for en likhet mellan tvé uttryck
(Andrews & Sayers, 2012; Kieran, 2004; Matthews & Fuchs, 2020).
Ett sista exempel pa 10sningsfokus &r att, trots att elever klarar av ka-
noniska aritmetiska uppgifter, exempelvis 2 + 3 = x, inte beharskar
den icke-kanoniska (noncanonical equations) varianten, x =2 + 3
(Sherman & Bisanz, 2009).

Vid genomgéng av tidigare forskning bekriftas att subtraktion be-
skrivs som ett mer utmanande omrade 4n addition samt att ytterligare
svarigheter kan tillkomma nir negativa tal inkluderas (Ball, 1993; Kil-
hamn, 2011; Kullberg, 2010; Marton, 2015). I ovanstaende stycke be-
skrivs hur regler och procedurer &r ett sitt att hantera utmaningarna.
Chevallard (2015) skriver fram att en undervisning baserad pé inlérda
regler, formler eller procedurer utan insikt i bakomliggande matema-
tiska strukturer tenderas att glommas bort. Aven Bergqvist med flera
(2009) skriver att elevers uppvisade svarigheter kan forklaras med att
de stddjer sig pd procedurer eller regler.

Elever som urskiljer generella strukturer och relationer mellan tal
kan resonera kring del-helhetsstrukturen i en ekvation, oavsett vilka
heltal som ingar i ekvationen, naturliga eller negativa. Skemp (2006)
skriver fram att det kan ta lite ldngre tid 1 ansprak att utforma en



undervisning utifran relationell forstaelse, men att kunnandet som har
mdjlighet att utvecklas 1 stéllet dr applicerbart pa andra och nya upp-
gifter samt att nér elever vil utvecklat relationell forstaelse finns kun-
nandet kvar langre: “’the result, once learnt, is more lasting” (s. 92).

En fradga uppstar dirmed vad som ska till i undervisningen for att
mdjliggora for elever att fa syn pd matematiska strukturer. Utifran ge-
nomgang av tidigare forskning saknas till stora delar kunskap om ex-
empelvis vilka redskap som kan utgora ett stod for eleverna i deras ut-
forskande av strukturella aspekter bortom regler eller procedurer att
minnas.

1.2 Syfte och forskningsfragor

Syftet med denna licentiatuppsats ér att prova en specifik strukturell
modell som stdd for elevers utforskande av relationer mellan tal i ad-
ditiva strukturer dven nér negativa tal ar inkluderade.
Utifrén syftet formulerades tva forskningsfragor.
1) Vilka skilda sitt att erfara fenomenet relationer mellan kvanti-
teter kan urskiljas 1 elevintervjuer?
2) P& vilka sitt anvédnder elever en specifik strukturell modell for
att utforska ekvationer?
Den forsta fragan utprovades i ett kartlaggande skede och skrivs fram
samt besvaras i1 Artikel 1. Den andra fragan undersoktes under och ef-
ter forskningslektionerna i en learning study och skrivs fram samt bes-
varas 1 Artikel 2.






2 Tidigare forskning

Kapitlet inleds med en 6versikt av undervisningstraditioner inom den
matematiska undervisningen, vilka bedoms vara relevanta for forelig-
gande studie. Den for uppsatsen centrala algebraiska undervisnings-
traditionen kontrasteras med den aritmetiska undervisningstraditionen
for att avslutningsvis jamforas med algebra som begrepp. Senare i ka-
pitlet lyfts modeller och begreppet ldrandemodeller fram dér specifikt
del-helhetsmodeller beskrivs mer utvecklat. I kapitlet presenteras ex-
empel pa olika modeller frén saval tidigare forskning som fréan léro-
medel. Avslutningsvis ges en overblick av ekvationer samt tal — och i
synnerhet negativa tal.

Under sokning av tidigare relevant forskning anvéndes exempelvis
s0kord som matematiska strukturer, algebraiska strukturer, additiv
struktur, del-helhetsstruktur, del-helhetsrelation, relationer mellan
kvantiteter respektive mellan tal, larandemodell, teoretiska resone-
mang, teoretiskt tainkande, ekvationer och negativa tal.* Sokningen av-
gransades saledes till att omfatta ett matematiskt innehall och mer pre-
ciserat fokuserande pa matematiska strukturer och relationer mellan
tal.

2.1 Undervisningstraditioner

Det finns flera infallsvinklar och uppdelningar att forhélla sig till for
att betrakta olika kategorier av undervisning, ldrande och kunnande.
En mojlig indelning kan vara att jimfora undervisningstraditioner
mellan lander, vilket Stigler och Hiebert (1999) gjorde. I deras forsk-
ning synliggors orsaker till olika ldnders resultat. I deras fall jamfor-
des USA, Tyskland och Japan. I detta avsnitt beskrivs andra indel-
ningar av undervisningstraditioner relevanta for studien.

3 Sokningar genomfordes frimst genom Stockholms universitetsbibliotek, Uppsala universi-
tetsbibliotek samt dven via Google Scholar: http://scholar.google.se/ och Libris: http:/li-
bris.kb.se/.



2.1.1 Procedurell och konceptuell kunskap

En indelningsgrund for att jimfora olika undervisningstraditioner
inom matematikundervisningen kan vara att beskriva olika kunskaps-
typer sasom den procedurella och den konceptuella. 1 den forst-
ndmnda undervisningstraditionen inriktas undervisningen pa att 16sa
specifika matematiska problem och bygga kunskaper utifran regler
och kunskap om procedurer. Rittle-Johnsson med flera (2015) defini-
erar procedurer som en serie av steg eller handlingar i avsikt att né ett
mal. Den utmaning som elever riskerar att mota nér de stodjer sig pa
regler och procedurer beskrivs ovan. Den procedurella kunskapen lig-
ger néra den “instrumentella forstaelsen” och “know how”, vilka
ocksa beskrivs ovan som en forklaring till elevers utmaningar att han-
tera ekvationer.

Den andra undervisningstraditionen, den konceptuella, kdnneteck-
nas av pa vilka sdtt kunskap inom olika omraden kan sammanbindas
med karnfulla principer och begrepp. Rittle-Johnsson med flera (2015)
beskriver hur forstaelsen for begrepp, operationer och relationer sam-
manflétas i en vév.

Enligt en rapport (Skolverket, 2008) kan konceptuell kunskap gene-
rera procedurell kunskap, men oftast inte det omvinda. Att det inte &r
sa enkelt lyfts fram av exempelvis Star och Stylianides (2013) som
skriver om kunskapens komplexitet som kan forsvara definitionen av
de tva kunskapsbegreppen. Baroody med flera (2007) lyfter fram att
de tvé kunskapstyperna delar flera egenskaper som exempelvis att de
bada kan vara savél ytliga som djupa. Vidare diskuterar de att bada
kan anvéndas bdde rutinméssigt pd liknande uppgifter samt flexibelt
och kretaivt for nya uppgifter.

2.1.2 Relationell forstaelse

Ett sitt att diskutera elevers kunnande i matematik som ligger i linje
med konceptuell kunskap &r att den elev som “knowing both what to
do and why” édger en relationell forstdelse (relational understanding)
for matematik (Skemp, 2006, s. 20). Chevallard (2015) beskriver att
nér elever forklarar varfor vissa strategier eller tekniker dr applicer-
bara har de urskilt teoretiska principer bakom och varfor. Blanton med
flera (2015) lyfter fram bevis for att elever som utvecklat en relationell
forstaelse for likhetstecknet kan uttrycka mer generella matematiska
argument dn elever som resonerar utifran specifik och eller empirisk
grund.



2.1.3 Algebraisk versus aritmetisk undervisningstradition

Den algebraiska undervisningstraditionen kan placeras inom det mate-
matikdidaktiska faltet early algebra. 1 detta félt star, enligt Kieran
(2016) elevers gemensamma diskussioner kring samband mellan be-
grepp och generella strukturer i fokus. Hon skriver att ’Mathematical
relations, patterns, and arithmetical structures lie at the heart of early
algebraic activity, with processes such as noticing, conjecturing, gen-
eralizing, representing, justifying, and communicating being central to
students’ engagement” (s. 1). Kierans beskrivning av en early alge-
braic activity ligger i linje med utveckling av den relationella respek-
tive den konceptuella forstaelsen.

Algebra kan ses som mer én ’en mekanisk hantering av menings-
16sa symboler och en trist rutinsyssla” (Kinard & Kozulin, 2012, s.
157). Mellone med flera (2013) framstéller att algebra kan beskrivas
som ett fokuserande pa strukturer. En matematikundervisning som ut-
gér fran att urskilja matematiska strukturer som exempelvis relationer
mellan tal samt att ”veta varfor” och inte endast ”veta hur” kan be-
tecknas som en algebraisk undervisningstradition. Det dr alltsa inte
endast anvdndandet av bokstavssymboler som goér undervisningen al-
gebraisk och en algebraisk undervisning ska inte forvixlas med en
undervisning i algebra. Blanton med flera (2015) beskriver hur unga
elever undervisade inom den algebraiska undervisningstraditionen kan
urskilja regelbundenhet och generalisera matematiska strukturer ocksa
1 aritmetiska situationer. Blanton med flera beskriver algebrans stora
idéer (big ideas) som rika kontexter vari ett algebraiskt tinkande kan
utvecklas. En av de stora idéerna (totalt fem till antalet) beskrivs som
generaliserad aritmetik dér ett utforskande av tals egenskaper och vad
som kédnnetecknar operationer skrivs fram (exempelvis innebdrden av
kommutativa lagen och inversa relationer). Blanton med flera bygger
denna id¢ pa Kaputs (2008) innehéllsstréingar (content strands) som
bland annat beskriver algebra baserat pa generaliserad aritmetik dér
strukturer analyseras med utgdngspunkt i relationer mellan tal. En an-
nan aspekt av Blantons med flera stora idéer behandlar en relationell
forstaelse for likhetstecknets betydelse i bdde ekvationer skrivna i
symbolisk form, men dven kvantiteter som ar generellt uttryckta.

En forstaelse for likhetstecknets relationella betydelse ér kopplat till
att kunna 16sa ekvationer, vilket exempelvis skrivs fram av R6j-Lind-
berg och Partanen (2019). Forskning lyfter fram vikten av att betrakta
likhetstecknet statiskt och se dess mening som ekvivalens mellan ho-
ger och vénster led (Kilhamn m.fl., 2019; Matthews & Fuchs, 2020).
Elever som méter en algebraisk undervisningstradition fokuserar
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enligt Kieran (2004) pa en ekvations struktur och relationer mellan ta-
len. Eleverna uppfattar berdkningarna och deras inverser samt fokuse-
rar bdde pé att representera och att 16sa uppgiften, inte endast det se-
nare. Ett alternativt sétt dr att betrakta likhetstecknet dynamiskt som en
“trigger” att utfora en operation fokuserande att berdkna 16sningen,
vilket kan anses typiskt for en aritmetisk undervisningstradition (Kie-
ran, 2004; Roj-Lindberg & Partanen, 2019). En konsekvens som det
kan leda till beskrivs i Inledningen.

Ett exempel pa hur en ekvation kan hanteras utifran en aritmetisk
undervisningstradition med ett I6sningsfokus respektive utifran en al-
gebraisk undervisningstradition med analys av relationer mellan tal
kan illustreras med ekvationen 73 + 56 = 71 + x (se Carpenter m.fl.,
2003). Utifran en procedurinriktad och aritmetiskt tradition berdknas
da forst vinster led (73 + 56) till 129. Dérefter finns alternativa moj-
ligheter. Exempelvis kan 71 subtraheras fran bada leden, ett hante-
rande som frigdr x 1 hoger led och vénster led (129 — 71) kan berdknas
till 58 och dérmed har x berdknats till 58. Om i stéllet ett relationellt
algebraiskt angreppssitt antas analyseras strukturen i ekvationen och
relationer mellan talen. Det vénstra ledets forsta term dr vért tvad mer
an det hogra ledets forsta term. For att likhet ska rdda behover alltsd
skillnaden mellan den andra termen kompensera de forsta termerna
och det hogra ledets andra term maste vara vért tva mer én det vénstra
ledets andra term — alltsa tvd mer dn 56, det vill sdga 58.

Ett annat exempel pa hur elever antagit en “algebraic attitude” nir
de urskilt och utnyttjat matematiska strukturer vid berdkningar lyfts
fram av Mellone med flera (2013). I deras exempel framgér att eleven
Ciro i arskurs 9 16ste uppgiften 107 + 1038 = (Figur 1) med en
’non-counting” approach for att 19sa ett numeriskt problem:

Figur 1
Exempel pa berdkning utifran matematisk struktur

I Ciros berdkningar (Figur 1, himtad fran Mellone med flera, 2013, s.
6) framgar hur eleven lyckats undvika en tyngre berékning och 1 stél-
let 16st uppgiften genom att analysera de matematiska strukturerna.
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Eleven har utgétt frdn en struktur baserad i en analys av relationen
mellan talen och hanterat en helt numerér uppgift (utan bokstavssym-
boler) utifran ett algebraiskt resonemang. Venenciano och Dougherty
(2014) skriver fram att detta kraver mer &n att bara utfora berdkningar.

Mainniskan uttrycker sig, enligt Mason med flera (2005/2012), till
sin natur generellt och att algebra naturligt sammanfaller med detta:
“expressing generality is entirely natural, pleasurable, and part of hu-
man sense-making. Algebra provides a manipulable symbol system
and language for expressing and manipulating that generality” (s. 2).
Mason med flera betonar séledes att algebra kan vara ett kraftfullt red-
skap ndar matematiken ska undersokas och analyseras eller nir mate-
matiska uppfattningar ska representeras. Ménga elever upplever lika-
fullt (skol)algebra som ett meningslost manipulerande med symboler
(Mellone m.fl. 2013; Naalsund, 2012).

Att introducera algebraiska resonemang tidigt i elevernas undervis-
ning kan mojliggdra for dem att urskilja generella strukturer och sti-
mulera dem att tinka analytiskt (Cai &, Knuth, 2011; Mason m.fl.,
2005/2012; Radford, 2018). Trots en omfattande forskning kring ex-
empelvis likhetstecknets betydelse finns det motiv att fortsétta att un-
dersoka hur elever kan anta ett algebraiskt angreppssétt for att urskilja
matematiska strukturer.

2.2 Representationer och modeller

Det ér inte ovanligt att ldrare anvdnder modeller i undervisningen som
representation for matematiska begrepp. I detta avsnitt presenteras
olika modeller och dess anvindning i undervisningssituationen.

Redan pa sextiotalet beskrev Jerome Bruner tre olika satt for repre-
sentation, vilka har refererats flitigt &ven under senare ar i utbildnings-
sammanhang: Det enaktiva, som mdjliggor for eleven att fysiskt mani-
pulera det som representeras, det ikoniska, dér en bild liknande det
som ska representeras nyttjas och det symboliska, dér (godtyckligt)
valda tecken och symboler representerar ndgonting annat (Mason
m.fl., 2005; Seeger, 1998).

2.2.1 Modeller i matematikundervisningen

Med utgdngspunkt i Bruners teori foljer elever i huvudsak den ut-
veckling som de tre nivderna av representation beskriver: fran det kon-
kreta till det abstrakta. Fosnot och Dolk (2018) uttrycker att modeller
kan ses som representationer av samband och “fungera som en lins
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genom vilken matematiska fragestillningar kan utforskas” (s. 102).
Fosnot och Dolk ger ett exempel i linje med Bruners teori nér elever
arbetade med att utveckla en modell for att berdkna antalet passage-
rare pa en buss. Initialt upplevde eleverna situationen konkret genom
att leka buss (enaktiv representation), for att ddrefter rita bussen och
busshallplatserna (ikonisk representation) och slutligen formulera en
generell modell for situationen med en tallinje och symboler (symbo-
lisk representation). I kontrast till Bruners teori om utveckling ater-
finns Davydov (1986/2008) dér elevers arbete gar i motsatt riktning. I
Davydovs program (curriculum) 14ggs i stéllet initialt fokus pé feore-
tiska begrepp och teoretiska resonemang. Seeger (1998) skriver fram
sin syn till att inleda med teoretiska begrepp: ”Theoretical concepts,
thus, are not the end point of a long and winding road of ‘concrete ex-
periences’; they are what school learning is about from the beginning”
(s. 319). I Davydovs program framgar att utvecklingen ska gé fran det
abstrakta till det konkreta (’ascent from the abstract to the concrete”,
Davydov, 1986/2008, s. 7) och att det kan ge en djup och systematisk
teoretisk forstéelse for matematiken.

Mason med flera (2010) skriver att modeller endast kan anses ef-
fektiva nir eleverna dr vana vid materielet samt urskiljer vad i en mo-
dell som lyfter fram det matematiska begreppet. Seeger (1998, s. 313)
formulerar motsvarande farhdga avseende grafer, diagram och bilder:

Actually, a learner already has to have a rather complete idea about what a
graph, a diagram, or a picture is supposed to illustrate, about how it is sup-
posed to function. If a learner does not have this initial idea, representations
can readily function as an additional obstacle in the learning process, addi-
tional in the sense that not understanding a given representational item adds
to the difficulty of understanding the mathematical content.

I citatet lyfter Seeger fram (1998) utmaningen dven med ikoniska mo-
deller. Kinard och Kozulin (2008/2012) beskriver ett problem knutet
till undervisning kring modeller som tankeredskap: “eleverna uppfat-
tar matematiska tankeredskap som fakta eller innehéll snarare &n som
redskap for att organisera och konstruera matematiska kunskaper och
forstaelse.” (s. 13). Mason med flera (2010) skriver fram att modeller
riskerar framhédva felaktigt fokus eller inte vara langsiktigt hallbara.
Exempel pa modeller som anvénds i undervisningen ar enaktiva
modeller som en balansvag for att representera likhetstecknets funkt-
ion eller tiobasmateriel (kuber, stavar, plattor och block) for att visua-
lisera talsorterna eller talens storlek. Tiobasmaterielet visualiserar vis-
serligen talens storlek, men platsvirdet betydelse lyfts inte fram (tva
kuber och en stav &r vért 12 oavsett i vilken ordning kuberna och
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staven placeras pa bordet). Ett annat exempel dr nir balansvdgen an-
vands empiriskt som modell for ekvationer. Den modellen kan komma
till korta nér talomradet utvidgas att omfatta negativa tal, eftersom
dessa dr svara att exemplifiera med vikter pa en vag. Modeller har sina
styrkor och tillkortakommanden angaende vad de avser att represen-
tera och det dr viktigt att eleverna ges mojlighet att bli medvetna om
det. Eleverna behover dven mota en undervisning for att utveckla en
flexibilitet avseende att vilja modell beroende pd behoven och mo-
dellens mojligheter.

2.2.2 Del-helhetsmodeller

Del-helhetsmodeller som anvénds i matematikundervisning kan ségas
sorteras under den representation som Bruner under sextiotalet be-
ndmnde som “symboliska”. De valda tecknen som é&r insatta i en mo-
dell representerar nagonting annat én sjélva bokstaven, exempelvis
“helhet” (Mason m.fl. 2005/2012; Seeger, 1998).

Del-helhetsmodeller mojliggor for elever att resonera kring och ar-
betamed ett teoretiskt innehall snarare &dn de konkreta och empiriska
egenskaper som annars kan uppfattas i problemsituationer (Schmittau,
2004). Del-helhetsmodeller stodjer eleverna att halla savil helheten
som delarna av en handling (action) i minnet dven nér den dr avslutad
eftersom dokumentationen finns kvar. Detta kan jamforas med att hel-
heten inte ldngre &r synlig nér ett empiriskt materiel delas upp frén en
helhet till dess delar (Davydov, 1986/2008; Mellone & Ramploud,
2015).

Vergnauds modeller

Beroende pa problemets struktur och kontext kan del-helhetsstruk-
turen och relationerna mellan talen beskrivas som statisk respektive
dynamisk, (Vergnaud, 1982). Ett exempel pa en statisk relation ar fol-
jande uppgift: Det sitter tre pojkar och fem flickor runt bordet. Hur
madnga barn dr det sammanlagt? 1 exemplet ar de tva delarna kinda
och helheten soks. En dynamisk uppgift skulle kunna utformas: Det
sitter tre pojkar runt ett bord. Ddrefter kommer fem flickor och sdtter
sig vid samma bord. Hur mdnga barn sitter det dd vid bordet? Aven i
detta fall ar det helheten som soks och de tva delarna ér kdnda. Vergn-
aud (1982) anvdnde modeller for att illustrera del-helhetsstrukturen.
Han tecknade statiska relationer lodritt (Figur 2a) och dynamiska dito
vagratt (Figur 2b och 2¢). Den aktuella operationen skrivs i Vergnauds
modeller in i rektanglar och i cirklar. For att illustrera relationer mel-
lan talen i rektanglarna respektive cirklarna sammanbinds de med
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pilar. Modellerna dr anvindbara oavsett vilket av talen som dr det obe-
kanta och oavsett om operationen berdr addition (Figur 2a och 2b) el-
ler subtraktion (Figur 2c¢).

Figur 2

Vergnauds modeller

a)3+5=x b)3+5=x c)x—-3=15
: ® ©
p - 3 " x x5

Den som anvéinder Vergnauds modeller kan stddja sig pd modellerna
for att illustrera operationen och hur talen i en ekvation forhéller sig
till varandra. Anvéndaren av Vergnauds modeller behover sjélv halla i
minnet och koppla ithop den ekvation som illustreras i den aktuella il-
lustrationen eftersom modellens design inte sdrskiljer pa vad som re-
presenterar en addition med en subtraktion. Detta innebér att en teck-
nad modell inte star for sig sjdlv utan méaste forstas utifrdn en kontext,
en ekvation.

Johanssons modeller

En annan modell som tecknar del-helhetsstrukturen i statiska respek-
tive dynamiska uppgifter beskrivs av Johansson (1982). Han anvinder
sig av uttrycket “mingd-delméngd-relation” och illustrerar delarna av
helheten i en och samma bild. Helheten (mingden) utgdrs av en cirkel
och delarna (delméngderna) som “tartbitar” eller ndrmare bestdmt hal-
vor av helheten (mingden) (Figur 3 a-c).

Figur 3
Johanssons modeller
a)a+tb=c b)ja+b=c c)c—b=a
c c C
a a a

Med stod av Johanssons (1982) modeller synliggors att helheten
(méngden) bestar av delarna (delmingderna) eller uttryckt tvért om att
delarna (delméngderna) tillsammans bildar helheten (méngden). Jo-
hanssons modeller kan illustrera savil statiska relationer (Figur 3a)
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som dynamiska processer och detta visas med pilar i modellen (Figur
3b f6r 6kning respektive 3¢ for minskning). Johanssons modeller ut-
gors av en schematisk illustration avseende uppdelning av delarna
(delméngderna), en design som gor att den antar en generell utform-
ning. Beteckningen for helheten ¢ tecknas pa randen av cirkeln, vilket
innebdr att den visuellt knyts 1 hogre grad till den ena delméngden (se
Figur 3 dér ¢ dr tecknad pa delméngd a:s rand). Modellens anvindare
méste dven forhalla sig till pilarnas riktning i forhallande till aktuell
ekvation (Figur 3b respektive 3c). Modellen illustrerar helheten och
delarna som kvantiteter (cirkeln respektive dess “’tartbitar’), en ut-
formning som mdjliggor for en anvdndning av naturliga tal.

Linjemodellen

Linjemodellen, dven bendmnd som linjediagram, ar en del-helhetsmo-
dell som forekommer i undervisningen sévil innanfér som utanfor
Sveriges granser. De inkluderade talen illustreras med hjélp av
strackor (kanske borde modellen betecknas som “straickmodellen’)
och forekommer i olika varianter (Figur 4).

Figur 4
Linjemodellen i olika varianter
a | A g
i AT . ;
b ¢ — . <
Figure 1. T

I Figur 4 syns olika sitt att visualisera helheten och delarna. En egen-
skap linjemodellen har dr att lingden av strickorna kan indikera och
ge en ledtrad till storleken pa det sokta talet. Detta kan ses som en
styrka, men denna egenskap kan ocksa vara problematiskt vid de till-
féllen nir talen dr obekanta eller nar modellen ska illustrera generella
matematiska strukturer och tecknas med generella symboler. Linjemo-
dellen konstrueras med hjélp av strackor, en kvantitet, och ar funge-
rande for naturliga tal, men kan innebéra en utmaning i de fall dér ta-
len antar ett negativt virde. Vid genomgang av tidigare forskning har
inte exempel avseende linjemodellen med negativa tal patriaffats. Vid
de tillfdllen ett eller flera tal i en ekvation med additiv struktur antar
ett negativt virde, antar helheten ett ldgre virde én en eller bada av
dess delar, en konsekvens som eventuellt kan ses som ett tillkortakom-
mande for linjemodellen.
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Inom Mellones och Tortoras (2017) och Mellones och Ramplouds
(2015) forskning anvinds en linjemodell, vilken dér bendmns som
’pictorial equation”, som visuell metafor (Figur 5). Avsikten &r att lin-
jemodellen ska vara ett flexibelt redskap for att, utan ord, illustrera re-
lationer mellan tal.

Figur 5

“Pictorial equation”
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I Figur 5 synliggors med modellen pictorial equation att talet 10 kan
delas upp i talet 7 samt ytterligare en del, vilken i detta exempel utgdr
den sokta delen. Sévél delarna som helheten &r visualiserade med
kvantiteter, strickor. I ovanstdende exempel (Figur 5) 6verensstimmer
strackornas ldngd med vérdet pa de tal som visualiseras.

Blockmodellen

En ytterligare modell som visualiserar relationer mellan tal ar block-
modellen (Specialpedagogiska myndigheten, 2019), vilken pé eng-
elska kan bendmnas som bar model, tape diagrams, tape model eller
strip diagram (Figur 6).

Figur 6
Blockmodellen

Rektanglarna i blockmodellen representerar tal med kénda eller obe-
kanta vdarden sdsom kvantiteter. I Figur 6 dr helheten 7 och delarna 4
respektive ett obekant tal. Aven blockmodellen visualiserar virdet p4
tal med kvantiteter (rektanglar, areor), en utformning som liksom for
linjemodellen &r anvéndbart for naturliga tal, men kan forsvara arbetet
nér negativa tal ar inkluderade. Blockmodellen kan aterfinnas i olika
typer av del-helhetsmodeller (Figur 7).
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Figur 7
Blockmodellen (bild hdamtad fran Nowik, 2013, s. 96)
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I Figur 7 syns att kvantiteterna kan uppdelas sasom diskreta (Figur 7,
till vénster) eller ssmmanhallas som kontinuerliga kvantiteter (Figur 7,
till hoger). I Figur 7 6verensstimmer blockens storlek med de kidnda
talen.

Pyramidmodellen

En modell dér talen representeras av lika stora rektanglar (oavsett
vérde), sdsom tegelstenar vilka placeras dver och under varandra lik-
nande en mur eller en pyramid, bendmns i detta arbete som pyramid-
modellen (se Nowik, 2013). Virdet pa dverliggande rektangel utgdr
summan av de tva rektanglarna nedan. Storleken pé rektanglarna ér,
till skillnad frén linjemodellen eller blockmodellen, oberoende av ta-
lets varde (Figur 8).

Figur 8
Pyramidmodellen (bild himtad frdan Nowik, 2013, s. 109)

8
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De tvé underliggande rektanglarna, delarna som bygger upp den over-
liggande rektangeln, upptar ett storre omfang i forhéllande till det dvre
talet, helheten, hogre upp i "pyramiden”. Att delarna tillsammans inte
upptar samma omfang som helheten kan indikera att rektanglarna inte
ska ses som kvantiteter utan snarare som positioner dir talen ska fyllas
1. Vid en addition av alla tal (delarna) i en ’rad” Overensstimmer inte
summan av den radens tal med summan av talen i1 raden ovanfor, bort-
sett frdn en jamforelse av de tva dversta raderna. Modellen mojliggor
anvindande av negativa tal (jfr Figur 8, till hoger, vilken méste inne-
halla ett negativat tal). Modellen terfinnes dven “upp-och-ned-vand”
dér bottentalet utgdrs av summan av de tvd nérliggande 6vre rektang-
larna.
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Triaden

Ekdahl med flera (2016) samt Venkat med flera (2014) anvander i sin
forskning en modell, Triaden, som stod for elever att dela upp natur-
liga tal (Figur 9).

Figur 9

Triaden

Task: Split number 7
in different waysina @8
triad diagram,

Forskning kopplat till Triaden beskrivs i flera artiklar. Den vénstra bil-
den i Figur 9 &r en detalj ur en resultattabell (Venkat m.fl., 2014, s.
339) och den hogra bilden i Figur 9 visar ett fotografi fran en forsk-
ningslektion (Ekdahl m.fl., 2016, s. 301). P4 bilderna framgar att cir-
keln som omskriver positionen for helheten &r stérre dn cirklarna for
delarna. Att helheten antar ett hogre virde dn dess delar dr Gverens-
stimmande sé ldnge naturliga tal dr representerade.

Davydovs modell

Den del-helhetsmodell som dr framskriven i Davydovs program (se
Davydov, 1986/2008) kan till sin struktur liknas med Triaden i nyss
ndmnda forskning av Ekdahl med flera (2016) respektive Venkat med
flera (2014). I Davydovs modell synliggors att helheten, ¢, delas upp i
delarna a respektive b, eller annorlunda uttryckt att delarna a och b
tillsammans bildar helheten ¢ (Figur 10).

Figur 10
Del-helhetsmodellen frdan Davydovs program

c
a b

Det som skiljer Davydovs modell fran Triaden &r att inga cirklar

skrivs fram, talen forbinds endast schematiskt med streck. Davydovs

modell dr den som ligger till grund f6r den modell som modifierades i

foreliggande studie.
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Del-helhetsmodeller for fler termer och fler obekanta

Flera av de ovan beskrivna modellerna skulle kunna nyttjas for fler
termer @n tva, dven om detta inte lyfts fram explicit av ovanstédende re-
ferenser. Exempel pé det 4r om en linjemodell eller blockmodellen
skulle delas i flera delar (jfr Figurerna 4, 5, 6 och 7). En annan mgjlig-
het &r att Triaden (Figur 9) respektive Davydovs modell (Figur 10) har
potential att visualisera fler delar dn tva, ndgonting som inte tycks ha
provats eller synliggjorts i tidigare forskning.

Avrundning del-helhetsmodeller

I avsnittet beskrivs olika del-helhetsmodeller och deras egenskaper
synliggors. Flera utmaningar lyfts fram i férhdllande till ndr negativa
tal dr inkluderade i1 en ekvation. Det tycks som att ytterligare forskning
kan vara motiverat fOr att prova alternativa strategier att hantera ekvat-
ioner med en del-helhetsstruktur nér negativa tal ar inkluderade.

2.3 Ekvationer, berdkningar och tal

Att 16sa ekvationer kan vara en utmaning for manga elever och de kan
inte alltid sétta ord pd varfor deras strategi dr fungerande (R6j-Lind-
berg & Partanen, 2019). Det forekommer skilda tillvigagangssitt att
hantera ekvationer varav en del bygger pa matematiska idéer och
andra pé regler utan matematisk grund. R6j-Lindberg och Partanen
(2019) lyfter fram tre vergripande infallsvinklar {or att lagga upp
undervisningen kring ekvationer: a) utifran procedurer med en under-
liggande tanke att en mer begreppslig forstdelse kommer att utvecklas
efter upprepade dvningar, b) med stdd av begreppslig grund baserad
pa forstéelse for varfor procedurerna fungerar samt c) med en balanse-
rad approach mellan anvindandet av procedurer och begreppslig for-
staelse utan att se de tva som dikotomier.

En intuitiv metod beskrivs av Roj-Lindberg och Partanen (2019) dar
automatiserade talfakta utgor en grund for att 16sa enklare ekvationer.
Ett exempel pa det ér for ekvationen 5 + x = §, nér elever "vet” vilket
tal som kompletterar 5 for att vara ekvivalent med virdet 8.

Den forstndmnda metoden tangerar overtdckningsmetoden dér det
obekanta talet, x, eller den term dér det obekanta talet ingdr exempel-
vis 6x/4 ticks over. Exempelvis kan den andra termen i ekvationen 5 +
6x/4 = 8 tickas 6ver: 5 + % = 8. Det innebar att 6x/4 &r vért 3. Nu om-
formuleras ekvationen till 6x/4 = 3. Nésta steg &r att tdcka Over tdlja-
ren i vénstra ledet: /4 = 3, som medfor att det dvertickta (6x) ar vart
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12. I det sista steget ticks x dver, vilket synliggor att 6 - x = 12, och att
x = 2. Kieran (1990) pavisar att dven till synes komplicerade ekvat-
ioner kan 16sas med dvertickningsmetoden.

Andra mer tidskrdvande metoder att hantera ekvationer ar att gissa
och prova nér elever med trial-and-error” sétter in olika virden i en
ekvation for att se vilket virde som ger en likhet. Enligt Kieran (1990)
kraver den metoden dokumentation for att hélla ordning pa vilka tal
som provats.

Ytterligare en metod ar att arbeta baklinges som i aktiviteten
”Gissa mitt tal”: Jag tdnker pa ett tal mellan ett och tio, nir jag adderar
tva och sedan dividerar med tre dr svaret tva. Vilket ar mitt tal? (Ma-
son m.fl., 2005/2012).

Att flytta over talet och byta tecken (eller flytta over talet och byta
rdknesdtt) dr ett exempel pa en metod baserat pa regler och procedu-
rer. Enligt Hiebert och Lefevre (1986) bygger den metoden pa proce-
durer utan forstaelse och insikt i den bakomliggande matematiska
idén. I en ekvation som 14 = x — 4 flyttas 4 over och “byter tecken”,
vilket leder fram till den omskrivna ekvationen 14 + 4 = x. Darefter
berdknas x genom att addera 14 och 4. Nér elever senare méter ekvat-
ioner som inte ligger i linje med pa det sdtt som metoden “’ska” anvin-
das, kan eleven stota pd en utmaning. Exempelvis for ekvationen x — (-
4) = 14, kan elever “flytta dver” “ritt” tal, men inte greppa teckenbytet
korrekt. Utan forstaelse for de bakomliggande matematiska struk-
turerna, kan det leda till fram till att ekvationen omskrivs till ndgon av
varianterna: x = 14 + (-4); x = 14 —4; x = 14 + 4 eller x = 14 — (-4), for
att s smaningom resultera i en 16sning, korrekt eller inte.

Ytterligare exempel pd en metod som lyfts fram nér negativa tal ar
inkluderade ar regeln minus och minus dr plus (Kilhamn, 2011). Re-
geln bygger inte pd en matematisk grund och ndmndes tidigare som ett
forfarande utifran instrumentell forstaelse. Elever maste komma ihag
regeln och att den endast géller ndr minustecknen dr bredvid varandra
som ix — (-4) = 14, som da kan omformuleras till x + 4 = 14. Elever
kan dock resonera som att det finns tva minustecken i ekvationer av
typen -4 — x = 14 och dirfor omformulera dven det till x + 4 = 14
(Kullberg, 2010).

Exempel pa mer formella metoder (Kieran, 1990) ér att komplettera
lika pd bdda sidor om likhetstecknet for att eliminera termer. I ekvat-
ionen 14 = x — 4 skulle det kunna innebéra att 4 adderas till sdvil
vénster som hoger led: 14 +4 =x —4 + 4, {or att i nésta steg eliminera
de numerira vérdena frdn hoger led. Att genomfora samma operation
pa bada sidor om likhetstecknet bygger pd en matematisk idé och
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innebar att likhetstecknet betraktas som en avskiljare mellan tvé ekvi-
valenta uttryck (Andrews & Sayers, 2012; Kieran, 2004; Matthews &
Fuchs, 2020).

Kullberg (2010) och Marton (2015) podngterar att i en subtraktion
maéste differensen forstas ur ’den forsta termens perspektiv”’ och att
subtraktion inte 4r kommutativt. Kullberg (2010) beskriver hur ele-
verna forst berdknar skillnaden (absolutbeloppet) mellan minuend och
subtrahend. Dédrefter uppmanas eleverna att anta forsta termens per-
spektiv: om den forsta termen antar ett hdgre varde édn den andra ter-
men &r differensen positiv, om den fOrsta termen antar ett ligre vérde
dn den andra termen dr differensen negativ.

Ett absolutbelopp kan beskrivas som en magnitud och storleken pé
en kvantitet vilket dr knutet till kardinalitet. Magnituden definieras
som talets avstind till origo, till talet 0. Aven negativa tal har en mag-
nitud: absolutbeloppet av 4 respektive -4 dr bada 4 (Kiselman &
Mouwitz, 2008). Forskning fran sévil Sverige (Kilhamn, 2011) och
USA (Ball, 1993) lyfter fram att elever behover urskilja och forsta att
ett negativt tal, exempelvis -8, ur en aspekt (magnitud) kan ses ha ett
hogre virde och ur en annan aspekt (virde) ha ett ldgre virde 4n ex-
empelvis talet -2.

Subtraktion kan upplevas som ett mer utmanande moment i under-
visningssituationen dn addition av sdvil elever som ldrare. Den storre
utmaningen med subtraktion bekréftas av forskning genomford i olika
lander som exempelvis USA (Ball, 1993), Spanien (Bruno &
Martinén, 1999) och Sverige (t.ex. Kilhamn, 2011; Kullberg, 2010).

Regler for att 16sa subtraktionsuppgifter (t.ex. “ta det storsta talet
forst”), strategier (t.ex. ”ta bort”/rdkna nedét frin minuenden eller
“komplettera”/rdkna uppat fran subtrahenden) och metaforer (t.ex. his-
sar eller skulder) har lyfts fram, provats och anvints i klassrum (Kil-
hamn, 2011; Kullberg, 2010). Motiveringen att det "inte gér” att sub-
trahera ett tal med hogre virde fran ett tal med légre vérde dr en otill-
racklig motivering eftersom eleverna vid ett senare tillfdlle upptiacker
att ”det gar”. Metaforerna har ifrdgasatts av forskare bade utanfor och
inom Sverige eftersom metaforerna inte alltid &r héllbara nér eleverna
mdter mer komplicerade uppgifter eller ett utokat talomrade — at-
minstone inte utan olika minnesregler (t.ex. Ball, 1993; Bruno &
Martinén, 1999; Carpenter & Moser, 1984; Hefendehl-Hebeker, 1991;
Kilhamn, 2011; Kullberg, 2010).

Subtraktion &r ndra relaterat till addition och genom att utnyttja
kunnande avseende relationer mellan talen i en subtraktionsuppgift
kan en subtraktionsuppgift (exempelvis 49 — 47 =x eller 49 —x =47) i
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stillet 16sas som en addition (exempelvis 47 + x = 49). Aven det mot-
svarande scenariot dr mojligt, det vill sdga, att en additionsuppgift (ex-
empelvis 2 + x = 49) mer effektivt kan 16sas med hjélp av en subtrakt-
ion for att berdkna ekvationen (forslagsvis 49 — 2 = x). Subtraktion,
betraktat som “ta bort”, &r inversen till addition, men f6ljer inte
samma lagar — exempelvis dr subtraktion inte kommutativt, vilket &r
viktigt att urskilja (Kullberg, 2010; Ma, 1999/2010). Subtraktion kan
ocksa ses som skillnad vid en jimforelse av tva tal. Det tycks alltsa,
trots den omféangsrika andelen forskning knuten till subtraktion, att det
fortfarande finns behov av att utforska ekvationer dven i relation till
subtraktion.

Ett tal kan ses sta 1 andra forhdllanden till andra tal i en del-helhets-
struktur. Neuman (1993) beskriver hur positiva heltal kan delas upp
pa olika sdtt ddr tva delar bildar en helhet. Exempelvis kan talet 9 de-
las in pé fyra olika sdtt: 8 och 1; 7 och 2; 6 och 3 samt 5 och 4. Neu-
man skriver fram vikten av att eleverna ska kunna “’se” talen och ur-
skilja talens struktur som i exempelvis ekvationen 2 + =9 och inte
folja ekvationens struktur. Detta sétt att berdkna ekvationer ligger i
linje med vad Roj-Lindberg och Partanen (2019) bendmner som intui-
tiv med automatiserade talfakta som grund.

Att utforska tal utifran en del-helhetsstruktur handlar, enligt Marton
och Booth (1997), om mer 4n att utféra berékningar, ha utvecklat tal-
uppfattning eller komma ihig talfakta. Marton och Booth (1997) re-
spektive Neuman (1993) fokuserar pa naturliga tal och att varje tal kan
erfaras som summan av tvd andra mindre tal och som en del av ett
storre tal “the child has to develop a capability of experiencing each
number both as a sum of smaller numbers and as a part of larger num-
bers” (Marton & Booth, 1997, s. 60). Ovanstdende stycken lyfter fram
forskning som fokuserar uppdelning av naturliga tal i delar, vilka dven
de utgors av positiva tal. Forskning kring uppdelning av tal nédr nega-
tiva tal dr inkluderade har ddremot inte dterfunnits vid genomgéng av
tidigare forskning.

Nér ndgon eller flera av termerna (addend, minuend eller subtra-
hend) eller summan respektive differensen i en ekvation antar ett ne-
gativt virde tillkommer en parameter som kan utgora en ytterligare ut-
maning (Altiparmak & Ozdogan, 2010). Elever kan uppfatta de posi-
tiva talen som vanliga tal” och de negativa talen som en annan typ av
tal, “minustal” (Kilhamn, 2011). Nér negativa tal dr inkluderade i be-
rdkningarna utmanas ocksa uppfattningen att en addition alltid leder
till ett hogre virde dn termerna eller att en subtraktion alltid leder till
ett lagre virde dn minuenden (Tuominen m.fl., 2021). Ett tal kan vara
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positivt, exempelvis talet ’atta” som med utgangspunkt i konvention
vanligtvis tecknas utan signum: 8. Det positiva talet har ett signum, +,
men det skrivs aldrig ut, det dr underforstatt: +8. Ett negativt tal, ex-
empelvis talet “negativ atta” tecknas daremot med ett minustecken
som signum: -8. Det negativa talets signum, ett minustecken”, teck-
nas ofta pd samma sitt som symbolen for subtraktion. I denna uppsats
sdrskiljs de tvd minustecknen genom att tecknet for subtraktion &r na-
got ldngre, —, och minustecknet for det negativa signumet nagot kor-
tare, -. Det finns alternativa mojligheter att teckna ett negativt tal, ex-
empelvis med ett upphdjt minustecken: "8, eller med det negativa talet
inom en parentes: (-8).

Schubring (2005) analyserar existensen av negativa tal ur ett histo-
riskt perspektiv. Schubring skriver fram att tal i allménhet kan forstés
utifran olika infallsvinklar, utifran ta/ eller utifran kvantiteter, diremot
finner han att negativa tal méste betraktas sdsom just tal och inte uti-
fran kvantiteter.

Modeller f6r empiriskt manipulerande vid berdkningar med positiva
och negativa tal lyfts fram av exempelvis Altiparmak och Ozdogan
(2010) och Flores (2008) dér de negativa talen ocksé kan betraktas
kardinalt, detta med stod av empiriskt materiel (jfr Persson, 2007).
Den kardinala vinklingen pa de negativa talen kanske kan utmana sy-
nen pa de negativa talen som uttrycks av Schubring (2005), att nega-
tiva tal méste forstas som tal och inte som kvantiteter.

2.4 Tidigare forskning 1 forhallande till studien

Att det finns manga sétt att forhalla sig till undervisning, ldrande och
kunnande kanske visar pa en komplexitet och att det inte finns nigra
enkla losningar. Innehallet i denna uppsats kan positioneras inom en
algebraisk undervisningstradition dir generella matematiska struk-
turer, och i synnerhet relationer mellan tal stér i fokus parallellt med
grundtanken att eleverna ska ges mdjlighet att ”veta varfor”. I linje
med att anta en “algebraisk attityd” analyseras ekvationers struktur
och det &r dven hér fokus for uppsatsen ligger.

Flera av del-helhetsmodellerna som aterfunnits i tidigare forskning
antar karaktéren av att vara uppbyggda av kvantiteter (linjer, strackor
eller areor), medan andra snarare erbjuder en struktur for att visuali-
sera tals eller kvantiteters forhallande till varandra. En illustration vi-
sande kvantiteter (se Artikel 1) eller en modell uppbyggd av kvantite-
ter (exempelvis ett linjediagram) kan vara fungerande for att visuali-
sera relationer mellan kvantiteter eller naturliga tal. Dessa
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illustrationer och modeller kan ddremot vara komplicerade att anvinda
som stod for elever ndr talomrddet omfattar negativa tal eftersom ex-
empelvis en negativ area eller linje svarligen later sig tecknas. Ytterli-
gare utmaning nir negativa tal dr inkluderade, sdvil sprakligt som em-
piriskt, kan vara att forestdlla sig eller konkretisera en del som antar
ett hogre vérde én den helhet den tillhor eller att helheten antar ett
lagre vérde én den ena eller bada delarna (se Tuominen m.fl., 2021).

Ett alternativ, eller kanske ett komplement, till att empiriskt an-
vinda modeller uppbyggda av kvantiteter kan vara att fora teoretiska
resonemang kring del-helhetsstrukturen (se Artikel 2). Att detta skulle
kunna vara relevant stods av foljande citat:

In addition, the schematic orients students toward the theoretical es-
sence rather than the empirical features of problem situations. (...)
The part-whole relationship cannot be detected empirically in the
various instances (...). They do not connect empirically, but only
theoretically. (Schmittau, 2004, s. 39)

Ett stod for att teoretiskt utforska relationer mellan tal kan vara att vi-
sualisera matematiska strukturer med del-helhetsmodeller. Négra av
modellerna ndmnda i kapitlet: Pyramiden (Figur 8), Triaden (Figur 9)
samt Davydovs modell (Figur 10) utgdrs inte av kvantiteter och paver-
kas séledes inte av vilka tal som &r aktuella. Det bor darfor vara moj-
ligt att anvéinda ndgon av dessa modeller dven nér negativa tal ér in-
kluderade — @ven om storleken pé cirklarna i Triaden dé kan bli en ut-
maning att utforma for negativa tal.

Vid genomgéng av tidigare forskning framkommer att ekvationer
med additiv struktur, nér negativa tal ar inkluderade, fortfarande kan
anses utmanande och problematiskt inom undervisningen. Baserat pa
tidigare forskning tycks ingen strategi provats for att utforska eller
hantera ekvationer ndr negativa tal dr inkluderade grundat i del-hel-
hetsstruktur eller med stod av en del-helhetsmodell. Sammantaget mo-
tiverar detta att prova om en undervisning grundad i generella mate-
matiska strukturer, i synnerhet utifrén talens relationer till varandra
och med stod av en modell mdjliggdr for elever att hantera ekvationer
med additiv struktur.

25



3 Teoretiska utgangspunkter

Denna forskningsstudie ramas in av, och bygger pa, f6ljande teore-
tiska utgdngspunkter: fenomenografi och den utifran fenomenografi
utvecklade variationsteori samt ldrandeverksamhet. De anvéndes var
och en for olika &ndamél samt i olika grad. Larandeverksamhet var
den frimsta utgdngspunkten for studien, i synnerhet under de forsk-
ningslektioner som ligger till grund for studien.

3.1 Fenomenografi och variationsteori

I studien anvéndes fenomenografi i ett inledande skede for att finga
och beskriva de sitt elever erfar relationer mellan kvantiteter. Variat-
ionsteori anvéndes i ett senare skede for att utforma och analysera for-
och eftertest samt forskningslektionerna.

3.1.1 Fenomenografi

Inom fenomenografi dr strdvan att beskriva kvalitativt olika sdtt som
en grupp personer erfar ett fenomen (Lo, 2012; Marton, 2015). Det in-
nebdr att forskaren forsdker beskriva vad som kan ligga till grund for
personernas uttryck och dirmed antas andra ordningens perspektiv
(Marton & Booth, 1997). Fenomenet i denna studie formulerades som
relationer mellan kvantiteter och beskrivs mer ingéende i Artikel 1.

Det ér av vikt att noga vélja den fragestdllning som presenteras i en
intervju, eftersom det dr i det pafoljande samtalet som de kvalitativt
olika erfaranden trider fram: ”But in order to formulate a question, a
problem, you must have some idea of what kind of differences you (as
the author of the question) are interesed in” (Marton, 2015, s. 93). Un-
der studien innebar det exempelvis val av illustration visande olika
kvantiteter som 14g till grund for de utforskande intervjuerna.

Inom fenomenografi finns ett antagande att det foreligger ett be-
gransat antal olika sitt att erfara ett fenomen. Dessa kvalitativt skilda
beskrivningarna av erfarande kan organiseras i en hierarkisk struktur
inom ett sa kallat utfallsrum (Lo, 2012; Marton & Booth, 1997). Ett
erfarande pé en hierarkiskt hdgre nivd omfattar urskiljande av aspekter
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pa en ldgre niva, men uppvisar ytterligare mer kvalificerat kunnande
(Marton & Booth, 1997) (se Artikel 1 for en mer utforlig beskrivning
av utfallsrummet i denna studie). Det som skiljer de hierarkiska niva-
erna t ar de aspekter som maste urskiljas for att betraktas som mer
kvalificerat. Genom att analysera de kvalitativt skilda sdtten att erfara
ett fenomen 1 relation till varandra kan kritiska aspekter identifieras.
Niér de urskiljs, mojliggors for ett mer kvalificerat kunnande av feno-
menet (Pang, 2003).

Genomforandet av de semistrukturerade intervjuerna som inledde
denna studie beskrivs nedan i Metod och redogdrs ytterligare i Artikel
1. I studien formulerades en kritisk aspekt som dérefter 14g till grund
for Artikel 2.

3.1.2 Variationsteori

Variationsteori utvecklades frdn Martons och Booths (1997) forskning
baserad pa fenomenografi (Lo, 2012; Runesson, 2017). Variationsteori
anvéndes 1 foreliggande studie for att konstruera for- och eftertest.
Aven i ett senare skede var variationsteori ett analysverktyg for att ut-
forma och omforma innehallet i forskningslektionerna med héansyn till
vad elever behdvde urskilja.

Begreppet kritiska aspekter @r ett centralt begrepp som variations-
teori erbjuder. Pang och Ki (2016) beskriver hur kritiska aspekter
framtagna utifrdn fenomenografi kan nyttjas inom variationsteori ge-
nom att de belyser vad elever behdver urskilja, men &dnnu inte urskilt. I
studien utgjorde den fran Artikel 1 identifierade kritiska aspekten en
tentativ kritisk aspekt ndr forskningslektionerna skulle designas. En
kritisk aspekt kan utgora en grund for att forsta vad ”som behovs for
att gora det mojligt att skapa forutséttningar for att forandra sattet att
erfara” (Runesson, 2017, s. 47). Under forskningslektionerna fram-
trddde flera kritiska aspekter, vilka dock inte fokuseras i denna upp-
sats (se Tuominen m.fl., 2021).

Inom variationsteori &r ldrandeobjekt ytterligare ett centralt be-
grepp som mojliggor en precisering av vad det ir som ska ldras. I stu-
dien formulerades larandeobjektet initialt till formdgan att identifiera
del-helhet. Larandeobjekt kan ses som startpunkten, vilken beskriver
vad eleverna vid en viss tidpunkt i ldrprocessen behdver ldra for att na
larandemaélen (Lo, 2012). Lo beskriver att lirandeobjekt bor vara ut-
formade for en specifik grupp elever utifran identifierade kritiska
aspekter. Detta innebdr att varje 1drandeobjekt dr dynamiskt och
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kommer att omformuleras beroende pa elevernas respons och med
hénsyn tagen till elevernas lirandeprocess.

For att utforma en undervisning med utgangspunkt i det formule-
rade ldrandeobjektet och vad eleverna behover urskilja (de kritiska
aspekterna) kan innehéllet lyftas fram som kontrast for att mojliggora
for betraktaren att urskilja vad ndgonting dr mot vad det inte &r. I ett
variationsteoretiskt perspektiv framtrader det som varierar fore det
som halls konstant (Marton, 2015). Av den anledningen &r det darfor
relevant att bestdimma vad i undervisningens innehéll som ska varie-
ras eller konstanthallas — och vad som ska synliggdras genom att lyf-
tas fram 1 forgrunden eller sta tillbaka for elevernas uppmérksamhet
genom att placeras i bakgrunden (se Marton, 2015). I utformandet av
forskningslektionerna innebar det att vélja tal och deras placering i ek-
vationerna.

3.2 Larandeverksamhet och Davydovs program

I en learning study anvénds alltid en teori om ldrande, vilken vanligt-
vis dr variationsteori, &ven om andra teorier kan forekomma (Eriks-
son, 2017; Marton, 2015; Marton & Booth, 1997; Runesson, 2005,
2017). I foreliggande studie anvindes variationsteori till viss del, men
en mer framtridande utgdngspunkt for att planera undervisningssituat-
ionen utgjordes av Davydovs program. Programmet &dr utformat fran
larandeteoretiska principer med utgdngspunkt frén ldrandeverksamhet.
Kombinationen av variationsteori och larandeverksamhet har provats i
tidigare forskning (se t.ex. Eriksson, 2021; Fred, 2019).

3.2.1 Larandeverksamhet

Larandeverksamhet for matematik tar avstamp frdn Vygotskijs kultur-
historiska grund och Leontievs verksamhetsteoretiska perspektiv och
utvecklades bland annat av Davydov och El’konin (Davydov,
1986/2008). En utgdngspunkt dr att dagens matematikkultur har ut-
vecklats under flera tusen ar ur de behov ménskligheten upplevt.
Grundldggande behov varierar for olika samhéllen och individer, men
ndgra dr gemensamma for oss alla, exempelvis att urskilja del-helhets-
struktur (Kinard & Kozulin, 2008/2012), vilket var ett fokus for denna
studie. I ett kulturhistoriskt perspektiv (Vygotskij, 1999) ges eleverna
mdjlighet till ett djupare och ett mer abstrakt kunnande genom att
grundldggande matematik introduceras teoretiskt utifran vetenskapliga
begrepp. Det innebir, enligt Vygotskij, att formagan till abstraktion,
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jamforande och sérskiljning utvecklas. Elever som i stéllet mdter ma-

tematiken genom empiriska exempel och vardagliga begrepp behover
1 hogre grad memorera och aterkalla information ur minnet. Vygotskij
(1999) skriver att de vetenskapliga begreppen “banar vig” for de var-

dagliga begreppens utveckling.

Nar ldrandeverksambhet ligger till grund for att utforma lektioner &r
avsikten att ge eleverna mojlighet till teoretiskt arbete. Det uppnds ge-
nom att tillsammans fora teoretiska resonemang och reflektera 6ver
teoretiska begrepp och dirigenom mdjliggdrs for eleverna att utveckla
ett teoretiskt tankande (Davydov, 1986/2008). Davydov beskriver te-
oretiskt tinkande som "the process of idealization of one aspect of
practical, object-oriented activity—the reproduction of the universal
forms of things” (s. 90). Inom ldrandeverksamhet &r det av vikt att 14-
raren lyckas vicka elevernas nyfikenhet och engagera dem att arbeta
mot ett mal “som syftar till att eleverna tilldgnar sig de praktikspeci-
fika formerna att anvénda de relevanta redskapen pd” (Eriksson, 2017,
s. 68). Ldraren utmanar eleverna med hakar i avsikt att ytterligare
skirpa och precisera forutséttningarna for det teoretiska arbetet. En
hake kan finnas inbyggd i uppgiften och ska trigga igéng elevernas en-
gagemang samt skapa ett motiv (exempelvis att ta sig an uppgiften)
och behov (exempelvis av nytt kunnande eller av redskap) for elever.
En hake kan utmana elevers forestillningar, som i denna uppsats
bland annat handlar om att utmana eleverna med ekvationer dér deras
skapade regler inte dr giltiga. Avsikten med hakar ar att eleverna ska
stanna upp och reflektera samt prova och ompréva sina handlingar och
redskap (1 denna studie: av den specifica strukturella modellen) och
om dessa ar hallbara for att “’tillfredsstdlla behovet” (Eriksson, 2017).

Redskap (psychological tools) ér en viktig del av larandeverksam-
het som utvecklas utifrdn ménsklighetens behov. Med hjélp av red-
skap blir handlingar moéjliga, vilka annars inte kan genomforas — red-
skap far en medierande funktion. Ménga redskap kan efter hand ap-
proprieras till inre tankeredskap (Kinard & Kozulin, 2008/2012; Sch-
mittau 2005; Venenciano & Heck, 2016). Ett exempel pa redskap ér
ldrandemodeller vilka utgor ett centralt begrepp inom ldrandeverk-
samhet och som har en framtrddande roll i denna uppsats och i Artikel
2. En ldrandemodell ska inte sammanblandas med andra modeller som
eleverna kan komma i kontakt med i matematikundervisningen. En 14-
randemodell &r visuell och fangar samt fixerar strukturella egenskaper
som eleverna behover ges mojlighet att urskilja, egenskaper som kan
vara abstrakta och dérfor svéra att uppfatta. En larandemodell upp-
kommer pa lérarens initiativ och anvénds som stdd och
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kommunikativt redskap nér elever ska uppticka samband i en sé all-
mén generell form som mgjligt (Davydov, 1986/2008; Gorbov &
Chudinova, 2000). Den specifika strukturella modellen som star i fo-
kus 1 foreliggande studie beddmdes kunna utgora detta stod. Gorbov
och Chudinova (2000) beskriver att en lirandemodell kan vara fysisk
eller mental och ta sig flera olika uttryck, bland annat som bilder (ex-
empelvis hjélplinjer som visar hur solljuset sprids), scheman (pildia-
gram, dir sambanden och relationerna blir markerade med pilar),
formler (som maéste folja regler frdn symbolvirlden) eller tredimens-
ionella modeller (modeller i Lego eller astronomiskt materiel). Léran-
demodellen som provades i denna studie och beskrivs i1 Artikel 2 kan
bendmnas som “scheman” utifrdn Gorbovs och Chudinovas (2000) ka-
tegorier.

3.2.2 Davydovs program

Davydov utvecklade, tillsammans med bland andra El konin, ett pro-
gram i matematik (i uppsatsen kallad Davydovs program) utifran alge-
braisk undervisningstradition. Programmet 4r utformat som en serie
noga utvalda uppgifter som gradvis kréver och mojliggor for mer kun-
nande (Schmittau, 2004). Davydov och hans kollegors arbete hade
stor relevans for denna studie med en central idé att mojliggora for
eleverna att urskilja matematiska strukturer. I Davydovs program ses
algebra snarare som “a foundation rather than as a mere generalization
for arithmetic” (Mellone m.fl., 2013, s. 3). En undervisning baserad pé
larandeverksamhet gir som tidigare ndmnts fran det abstrakta till det
konkreta (Davydov, 1986/2008) med avsikt att uppna en teoretisk for-
staelse for innehéllet. Grundtanken i Davydovs program &r att nér ele-
ver urskilt den generella matematiska strukturen och exempelvis for-
mulerat relationer mellan kvantiteter eller tal i ekvationer med gene-
rella symboler har de en utgdngspunkt for att byta ut de generella
symbolerna mot specifika tal, en arbetsgdng som dven foljdes i fore-
liggande studie.

The common thread that unites the whole experimental mathematics curric-
ulum is that the children move from studying the general properties of quan-
tity to singling out particular types of quantity that have a number form
(natural, place-value, fractional, negative, and so on). (Davydov,

1986/2008, s. 149)

I Davydovs program dr séledes inte generalisering ett resultat fran att
ha jamfort olika objekt, generalisering &r i stillet medlet for att studera
matematik. Marton (2015) beskriver Davydovs utgdngspunkt:
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The most radical implications of Davydov’s pedagogy of learning concern
the ordering of the curriculum. The idea is to go from the abstract to the
concrete (in the sense of going from the more or less general (...) and not
the other way around, as basically all educational expertise have advised us
to do for many centuries (...). The rationale is that quantity is more general
than number, and algebra is more general than arithmetic. If the learners
start with something specific, the need to do a restructuring when subse-
quently encountering something that is more general. (s. 80)

I citatet framskrivs Davydovs syn pd hur ldrande gér fran det abstrakta
och generella till det konkreta och specifika, i motsatt riktning dn
géngse “educational expertise” har rekommenderat enligt Marton.

Elever som foljer Davydovs program bendmner inledningsvis kvan-
titeterna med generella symboler, som till exempel a och b, for att dir-
efter jimfora kvantiteterna och uttrycka exempelvis att a > b och b <a
(Davydov, 1986/2008). Genom det utforskande arbetet far eleverna
mdjlighet att urskilja begrepp som storre dn, mindre &n, lika med, dif-
ferens och summa samt symbolerna for dem. Eleverna inbjuds till att
resonera kring att en ytterligare kvantitet, bendamnd exempelvis ¢, be-
hover adderas till den mindre kvantiteten, b, for att den ska anta
samma storlek som den storre kvantiteten, a. Fortsatt resonemang le-
der till att eleverna uppticker att samma kvantitet, ¢, kan tas fran den
storre kvantiteten, a, for att skapa den mindre kvantiteten b. Vid reso-
nemanget dokumenteras upptéckterna och eleverna formulerar
a — b = c respektive att b + ¢ = a (Schmittau & Morris, 2004). Under
forskningslektionerna som ligger till grund {f6r denna studie nyttjades
en kvantitet (ett pappersark) som utgangspunkt for resonemangen
kring hur kvantiteterna relaterade till varandra. Under arbetet synlig-
gjordes dven hur helheten och delarna relaterar till varandra och att en
och samma struktur kan uttryckas pé olika sétt.

For att lyfta fram de olika sétt en och samma struktur kan tecknas
anviander Schmittau och Morris (2004) sig av begreppet fact family.
nedanstaende exempel (Figur 11), visas med generella symboler hur
relationer mellan kvantiteter kan beskrivas och omskrivas i en serie
om fyra olika versioner. I Figur 11 utgor a helheten, medan b respek-
tive ¢ dr de delar som tillsammans bygger upp helheten a.

Figur 11
En och samma struktur kan tecknas pa flera sditt
a) btc=a (a=b+c)
b) ctb=a (a=c+b)
c) a—b=c (c=a->b)
d a—c=b (b=a-c)
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I var och en av de fyra ekvationerna (Figur 11, vinstra kolumnen) kan
vénster och hoger led skiftas, vilket ger den icke-kanoniska versionen
av ekvationen (Figur 11, hogra kolumnen) (Sherman & Bisanz, 2009)
versionen av samma ekvation. I de fyra (&tta) ekvationerna &r en och
samma struktur tecknad och helheten respektive delarna alltid des-
amma.

Att urskilja och uttrycka en ekvation och dess fyra varianter visar
att addition och subtraktion &r varandras inverser, en viktig grund for
att utveckla formégan att resonera algebraiskt (Schmittau & Morris,
2004). Larare och elever som foljer Davydovs program for tillsam-
mans teoretiska resonemang kring hur kvantiteter relaterar till
varandra i en del-helhetsstruktur samt om additionens och subtraktion-
ens reversibilitet. Elever som urskiljer och beskriver den additiva
strukturen i en ekvation kan séledes teckna den pd flera olika sétt.
Detta kunnande nyttjas nir eleverna senare moter ekvationer med spe-
cifika tal insatta i stéllet for de generella symbolerna, eftersom dven
ekvationer med numerdra virden kan omformuleras pé fyra (atta)
olika sitt. Elever kan alltsa omskriva en “kranglig” ekvation till, en
for eleverna, “enklare” genom att analysera och resonera avseende
strukturen och relationerna mellan delarna och helheten dven inom en
ekvation med specifika tal (kénda eller obekanta) (Davydov, 1975,
1986/2008; Polotskaia, 2014, 2017; Schmittau, 2004). Déarefter véljs
en lamplig operation i avsikt att slutligen berdkna ekvationen (se Sch-
mittau & Morris, 2004). Ett exempel frén foreliggande studie (hogsta-
diet), ar nir ekvationen x — (-15) = (-14), under resonemang omformu-
lerades till (-14) + (-15) = x. Den alternativa ekvationen tecknar
samma struktur, men uppfattades av eleverna vara enklare att 16sa

I studien betraktades en ekvation holistiskt (Polotskaia, 2017) och
alla de tre talen i en ekvation ansdgs ingé i en och samma struktur, i
foreliggande fall en additiv struktur. Inom denna struktur kan relat-
ioner urskiljas mellan talen. Som en jimforelse kan utsagorna 8 — 5 =
3, och 9 — 6 = 3 betraktas. Vid en jimforelse av de tva utsagorna fram-
gér att relationen mellan minuenden och subtrahenden i de tva utsa-
gorna &r lika, minuenden antar ett virde om ”3” hogre dn subtrahen-
den for de olika utsagorna. Det innebdr att talen 8 och 5, respektive 9
och 6 kan sdgas std i samma relation till varandra. I féreliggande stu-
die betraktades emellertid al/la de ingdende talen i en ekvation holist-
iskt, varfor sambandet mellan talen 8, 5 och 3 anses beskriva en annan
struktur d4n mellan talen 9, 6 och 3.
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4 Metod och genomforande

I detta kapitel beskrivs val av metod i forhallande till syftet med stu-
dien och forskningsfragor. De teoretiska utgdngspunkterna som inra-
made studien synliggdrs i kapitlet Metod, exempelvis genom att cen-
trala begrepp lyfts fram. Inledningsvis underbyggs val av forsknings-
ansatsen learning study, vilken lag till grund for att producera data. I
detta kapitel kompletteras artiklarnas innehall med beskrivningar uti-
fran design, genomforande och analys samt med ett specifikt fokus pa
den ldrandemodell som stod i centrum under arbetet. Kapitlet avrun-
das med ett avsnitt om kvalitet och etiska dverviganden.

4.1 Genomforande av studien

Learning study valdes som forskningsansats och ramverk for datapro-
duktionen (se Carlgren, 2012). Data producerades i savél arskurs 3
som i drskurserna 8 och 9. Som tidigare ndmnts hade jag huvudansvar
for arskurs 8 och 9 och medforskande kollegan Tuominen huvudan-
svar for arskurs 3. Dock utgjorde allt material underlag for studien
som helhet.

4.1.1 Overgripande beskrivning av forskningsansatsen

For att uppnad syftet med studien och for att besvara forskningsfra-
gorna var forskningsstudien i sin helhet uppdelad i olika moment (Fi-
gur 12).

Figur 12

Schematisk skiss over forskningsstudien

=

Forsknings- \Uppné syfte, besvara
lektioner forskningsfragor

Utforskande
intervjuer
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Initialt genomfordes utforskande intervjuer med elever i avsikt att
svara mot den forsta forskningsfragan: Vilka skilda sdtt att erfara fe-
nomenet relationer mellan kvantiteter kan urskiljas i elevintervjuer?
Intervjuerna genomfordes av oss forskare i1 savél arskurs 3, som 1 ars-
kurserna 8 och 9 och beskrivs i mer utvecklad form i Artikel 1. Resul-
tatet fran de utforskande intervjuerna l4g till grund for nésta moment,
“Forskningslektionerna”. Forskningslektionerna ligger vél 1 linje med
vad som vanligtvis kan betecknas som den iterativa processen i en le-
arning study och svarar mot den andra forskningsfragan: Pd vilka sdtt
anvdnder elever en specifikt strukturell modell for att utforska ekvat-
ioner? och som besvaras i Artikel 2.

I Tabell 1 sammanstills dversiktligt den data som producerades. In-
tervjuer, kartldggningar och forskningslektioner genomfordes i sdvil
lagstadiet (lag) som i hogstadiet (hog).

Tabell 1
Ak 3 (lig) + Ak 8 & 9 (hig)
Data Antal Omfing Arti- | Analysmetod
[Sidor/minuter] kel
U.tfg:s(lt(.ﬁzlc}eolclilter- Lag: 8 Lag: 305 min 1 Fenomenografisk
vjuel Hog: 7 Hog: 215 min ansats
ljudinspelade)
T&:::ll:;g)gleoil:l?e‘iv Lag: 8 Lag: 194 sid 1 Fenomenografisk
" Hog: 7 Hog: 104 sid ansats

vjuer

Ramverket laran-

Kartliggande for- Lag: 45 2 deverksamhet/

test Hog: 110 . .
varlationsteor1i
. . o . Ramverket laran-
Lektionsplane- Lag: 3 Lag: 32 sid
R .. .. . 2 deverksamhet/
ringar Hog: 6 Hog: 38 sid o .
varlationsteor1i
Efterfoljande kart- . Ramverket l4ran-
. Lag: 45
liggningar (efter- it 2 deverksamhet/
Hog: 94 . .
test) variationsteorli
Liudinspelade in- Ramverket ldran-
Jucinsp Lag: 7 Lag: 69 min 2 deverksamhet/
tervjuer s .
varlationsteor1i
Trar.lskrlptloner av Lag: 3 Lag: 59 sid Ramverket ldran-
filminspelade Hoe: 6 Hoe: 88 sid 2 deverksamhet/
forskningslektioner & & variationsteori

Ovanstdende Tabell 1 innehaller en del ungefarliga viarden avseende
omfanget for hogstadiedelen beroende pa att programmet InqSqribe
och dess transkriptioner flyttades mellan olika datorer under pagaende
arbete.
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4.1.2 Inledande utforskande intervjuer

I ett inledande skede for studien som helhet genomfordes utforskande
intervjuer med elever av oss tva forskare (Artikel 1). I resultatet fram-
gér att inte alla elever urskiljer relationen mellan kvantiteter, vilket ut-
gjorde en viktig grund infor fortsatt arbete. Avsikten var att utforska
vad elever, i1 en ’svensk kontext”, erfar och ger uttryck for avseende
generella strukturer och mer precist: relationer mellan kvantiteter och
av den anledningen sigs den fenomenografiska ansatsen som lamplig.

4.1.3 Learning study som forskningsansats i forskningsstudien

Avsikten med valet av learning study (Carlgren, 2012) som forsk-
ningsansats var att utforska och forstd vad i upplidgget av innehéllet i
en undervisning som mojliggor for eleverna att utforska och hantera
ekvationer med stdd av den specifika strukturella modellen. Den sys-
tematiska strukturen som en learning study erbjuder bedémdes 1dmp-
lig for forskningstudien. De iterativa processerna ger en grupp lérare
och forskare rika mojligheter att kollaborativt préva och omprdva sina
forgivettagande, erfarenheter och forfina sina forslag pa undervisning-
ens utformning (Carlgren, 2017). Under forskningslektionerna prova-
des iterativt hur eleverna skulle introduceras for, och arbeta med, den
modell som stod i fokus under studien. Centralt under forskningslekt-
ionerna var dven hur det valda ldrandeobjektet (beskrivs nedan) skulle
exploateras samt att identifiera kritiska aspekter (se Tuominen m.fl.,
2021) for den aktuella elevgruppen och i forhéllande till det aktuella
larandeobjektet. I denna uppsats beskrivs sérskilt arbetet med den
valda ldrandemodellen.

4.1.4 Learning study-processen

Under laséret 2016/2017 triffades larargrupperna regelbundet for att
tillsammans utforska, prova och utvirdera undervisningens utform-
ning.

Syfte och forskningsfragor formulerades av oss tva forskare baserat
pa flera tidigare méten med larare i kommunen, av vilka ndgra kom att
ingd i denna studie. De medverkande ldrarna hade uttryckt att det
valda innehéllet var en utmaning att undervisa om och nér de valde att
medverka i studien var det for att de kdnde dess innehall intressant,
meningsfullt och motiverat. I en learning study bestimmer ldrargrup-
pen vanligtvis vilket /drandeobjekt (en forméga kopplat till ett specifi-
cerat imnesinnehall) de 6nskar fordjupa sig i. Lararna véljer saledes

36



kollaborativt ndgonting de upplever sig ha svart att nd fram till ele-
verna med. Larandeobjektet dr formulerat till den aktuella elevgruppen
och ér inledningsvis tentativt, eftersom det och kan behéva omformu-
leras under arbetets gang — ldrandeobjekt dr dynamisk (Lo, 2012). I
denna studie formulerades ldrandeobjektet inledningsvis som for-
mdgan att identifiera del-helhet. Under arbetets gang preciserades la-
randeobjektet till: formdagan att teoretiskt resonera om relationer mel-
lan talen i en ekvation med additiv struktur ddr heltal inkluderas. Om-
formuleringen gjordes for att lyfta fram att vi stddde oss pé teoretiska
resonemang samt mer preciserat ange vikten av relationer mellan ta-
len.

Resultatet fran de utforskande intervjuerna och det valda larandeob-
jektet utgjorde en ledstjarna vid utformningen av de iterativa forsk-
ningslektionerna (se Lo, 2012). En schematisk bild dver learning
study-processen ér visualiserad i Figur 13, for att darefter beskrivas
mer detaljerat.

Figur 13

Schematisk skiss over learning study-processen

Fortest Analys
Utforskande Dokument-
intervjuer ation
Larande-
X Forsknings-
Eftertest g
objekt lektion

Efter de utforskande intervjuerna (Artikel 1), genomfordes ett fortest 1
avsikt att kartldgga de i studien medverkande elevernas kunnande
kopplat till det inledningsvis formulerade larandeobjektet. Nér resulta-
tet av fortestet analyserades framtrddde vad eleverna dnnu inte urskilt
avseende relationer mellan talen och vad eleverna darfor behovde ges
mdjlighet att urskilja, det vill sdga, kritiska aspekter identifierades.
Med detta som grund planerades vad en forskningslektion skulle inne-
halla och hur den skulle organiseras. Baserat pa analysen finjusterades
varje forskningslektion av forskargruppen tillsammans och en ny for-
finad forskningslektion genomfordes med nya “oprovade” elever.

Ett eftertest (Bilaga 2), identiskt med fortestet, genomfordes samma
dag eller upp till tva skoldagar efter respektive forskningslektion.
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4.1.5 Deltagande larare och elever

Initialt startade studien upp tillsammans med ldrare och elever tillho-
rande hogstadiet. Efter en period breddades studien till att inrymma
ytterligare en ldrargrupp tillsammans med elever fran ldgstadiet, mer
om det nedan. De ldrare som deltog i studien tillfrigades med utgings-
punkt i deras visade intresse att, tillsammans med kollegor och med-
verkande forskare, vara involverade i1 det direkta arbetet med att for-
dndra och utveckla klassrumspraktiken (se Carlgren, 2017). Forfaran-
det gick till pa det viset att rektorer tillfragades om de hade mgjlighet
att avsitta tid for larare att medverka i studien, en forutsittning for 14-
rarnas deltagare. Efter rektors medgivande skickades ett informations-
och samtyckesbreyv till 1drarna, som direfter anmailde sitt intresse att
deltaga. Lédrarna var informerade om det valda matematiska omrade
(berdkningar med addition och subtraktion inkluderande negativa tal)
som skulle fokuseras i studien. Detta innebar att lararna dgde fragan
och studiens fokus var relevant for deras profession (se Carlgren,
2017). Flera av de medverkande ldrarna hade tidigare medverkat i le-
arning study vid skolutvecklande sammanhang inom omradet subtr-
aktion och negativa tal tillsammans med kollegor och handledare (som
utgjordes av oss som nu hade rollen som medforskande forskare).

Ett kriterium for att delta som medforskande ldrare var att de skulle
undervisa i matematik. Hogstadiet valdes initialt som avgriansning for
studien frdn min egen bakgrund som ldrare. Tv4 olika ldrarlag invol-
verades frén hogstadiet och samtliga deltagande larare var behoriga. I
Lirarlag A medverkade fyra ldrare frin tva olika skolor. Eleverna som
var kopplade till detta lararlag gick i &rskurs 8, fordelat pa fyra olika
klasser, sammanlagt 64 stycken elever. I det andra l4rarlaget, Lararlag
B, medverkade tre ldrare, vilka alla arbetade i samma arbetslag, pa en
tredje skola. Eleverna, 40 stycken, kopplade till Lararlag B, gick i tvéa
olika klasser 1 arskurs 9.

De tva olika ldrarlagen traffade aldrig varandra, men utnyttjade
varandras resultat for sina respektive planeringar. Samarbetet mellan
lararlagen mojliggjordes av att jag som sammanhallande forskare de-
lade information och erfarenheter mellan lararlagen. Att de bada grup-
perna av ldrare arbetade parallellt (och inte tillsammans) berodde dels
pa det geografiska avstdnd grupperna hade till varandra, dels att grup-
perna hade blivit for stora vid en hopslagning — alltsd av organisato-
riska orsaker (Figur 14).
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Figur 14

Tidslinje for aktiviteterna i learning studyn tillsammans med de tvd ld-
rarlagen pa hégstadiet
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De tva ldrarlagen véxlade uppdraget att vara det forsta att genomfora
moment, vilket illustreras med hur de lodrita pilarna ér placerade pé
den horisontella tidslinjen. Tack vare den alternerande ordningen
kunde ett utbyte av erfarenheter mellan de tv lagen ske pa relativt
jimlika premisser. Aven forskningslektionerna genomfordes omviix-
lande fOrst av det ena laget alternativt forst av det andra laget. Respek-
tive lararlagen genomforde tre forskningslektioner under en tidsperiod
mars till och med maj 2017.

Som nidmnts tidigare genomfordes en annan liknande studie paral-
lellt med denna studie. Den andra studien genomfordes i drskurs 3
med min forskarkollega Tuominen som sammankallande. Studien pa
lagstadiet genomfordes av tvd deltagande ldrare och 45 elever frin tva
olika klasser. Bdde Tuominen och jag som forskare medverkade vid
alla moten med ldrarna samt pd alla forskningslektioner oavsett om de
genomfordes i drskurserna 3, 8 eller 9. Aven lirarlaget for arskurs 3
foljde den ovan beskrivna strukturen med utforskande intervjuer, kart-
laggande fortest, tre forskningslektioner samt eftertest. Tidpunkterna
for nér de olika momenten 1 arskurs 3 genomfordes, vivdes in i det
fortlopande arbetet med hogstadiet och “mixades” i tidslinjen med
hogstadiets aktiviteter (se Figur 14), tillvigagangssattet gav alla tre la-
gen liknande mojligheter att ta del av varandras erfarenheter.

Orsaken till sammanslagningen av stadierna var att det i ett tidigt
skede framgick stora likheter mellan de tvé studierna: designen av
forskningslektionernas uppldgg var sldende lika (dven om de yngre
eleverna motte ett lagre talomrade). Ytterligare grund for sammanslag-
ningen utgjordes av att elevernas respons och uppvisade resultat var
relativt lika oavsett arskurs, varfor vi beslot att ssmmanfoga de tva
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studierna till en gemensam. Vi forskare ansvarade fortfarande for
“vara” ursprungliga larargrupper rorande exempelvis sammankallande
till tréffar eller transkriberingar av intervjuer och forskningslektioner.

Ingen av de elever som medverkade i studien, oavsett arskurs, hade
enligt de deltagande ldrarna tidigare mott undervisning grundat pé en
del-helhetsstruktur utifran en algebraisk undervisningstradition. Som
forskare och medverkande ldrare var vi medvetna om utmaningen att
introducera eleverna i ett for dem obekant ”angreppssitt” (en algebra-
isk undervisningstradition) att hantera ekvationer. Under forsknings-
lektionerna iscensattes arbetet under en lektion (cirka 45-60 minuter),
vilket kan jamforas med eleverna som foljer Davydovs program (Da-
vydov, 1986/2008) méter motsvarade innehall under en till tva termi-
ner. Under planeringen av forskningslektionerna forholl sig forskar-
gruppen till detta genom att noga planera introduktionen av ekvationer
med stdd av en del-helhetsstruktur och den aktuella ldrandemodellen.
En ytterligare utmaning vi forholl oss till var att eleverna i arskurs 3
inte tidigare under skoltid hade métt undervisning kring operationer
med negativa tal, men hélften av dessa elever i lagstadiet hade mott
negativa tal som foreteelse under skoltid (exempelvis som punkter pa
en tallinje). Eleverna i hogstadiet hade tidigare arbetat med ekvationer
samt opererat med negativa tal, men hade under innevarande 14sar inte
mott undervisning avseende berdkningar med negativa tal.

4.1.6 Roller inom forskningsstudien

Under forskningsstudiens géng var medverkande ldrare, respektive
véra roller som forskare mer eller mindre framtridande under olika
skeden. Adamson och Walker (2011) lyfter fram komplexiteten nér
kollegor och forskare ska samarbeta i en learning study exempelvis att
det gemensamma samarbetet kan riskera att bli kontraproduktivt, ex-
empelvis pd grund av oklara roller eller olika agendor for studien. For
att undvika oklarheter och tydliggdra roller skrevs initialt en dverens-
kommelse med alla deltagare och en tidsplan tecknades med respek-
tive grupp. Som exempel pa fordelning av roller var det vi forskare
som utformade intervjuguiden samt genomforde de utforskande inter-
vjuerna. Det var ddremot de medverkande lirarna, med kinnedom om
eleverna, som valde ut vilka elever som intervjuades. Eleverna valdes
ut for att representera en spridning av kunnande for att 16sa aritme-
tiska uppgifter i matematik. Mitt ansvar som deltagande forskare var
dven att koordinera de gemensamma aktiviteterna och vara den sam-
manhallande l4nken mellan de tva grupperna pa hogstadiet.
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Under sjélva planeringen av forskningslektionerna och dess mo-
ment hade alla inom gruppen samma ansvar och delaktighet. Uppdra-
get att vara den undervisande ldraren under sjélva forskningslektion-
erna fordelades mellan alla de medverkande i forskargruppen, vilket
innebar att vi, var och en, agerade ldrare under var sin forskningslekt-
ion. Infor respektive traff var det mitt ansvar att plocka fram eventuellt
materiel — det kunde handla om exempelvis vért teoretiska ramverk 14-
randeverksamhet eller ndgon forskning kring negativa tal.

Parallellt med arbetet tillsammans med larargrupperna arbetade jag
sjalvstiandigt utan de 6vriga medverkande ldrarna i avsikt att bearbeta
data och material parallellt som jag dokumenterade den Gvergripande
forskningsstudien. Exempel pa arbetsuppgifter kunde vara att skapa,
dela ut och ta emot medgivandebrev fran fordldrar och vardnadsha-
vare, bedoma och sammanstélla resultatet avseende for- och eftertester
eller att transkribera och analysera de inspelade forskningslektionerna.

Tack vare ett ndra och kontinuerligt samarbete med forskarkollegan
Tuominen hade vi dven mdjlighet att diskutera forskningsprocessens
moment med varandra.

4.2 Dataproduktion och analys av utforskande intervjuer

Som ett forsta led i studien genomfordes utforskande intervjuer med
elever i arskurserna 3, 8 och 9. Forskningsfragan Vilka skilda sdtt att
erfara fenomenet relationer mellan kvantiteter kan urskiljas i elevin-
tervjuer? utgjorde en grund for intervjuerna. Uppldgg och resultat gér
att 14sa i sin helhet i Artikel 1, i denna uppsats utvecklas texten tydli-
gare avseende modeller och kan ses som en komplettering till artikeln.

4.2.1 Design av utforskande intervjuer

De utforskande intervjuerna genomfordes med elever i arskurserna 3,
8 och 9. For att 6ppna och finna en méngfald av elevernas respons och
“fdnga” elevernas erfaranden, beddmdes fenomenografi vara en lamp-
lig ansats (Marton, 1981). Ytterligare avsikt var att se om kritiska
aspekter kunde identifieras, relevanta for den aktuella elevgruppen och
for det valda ldrandeobjektet (Tuominen m.fl., 2021). Resultatet fran
de utforskande intervjuerna skulle direfter utgora ett underlag infér
det fortsatta forskningsarbetet: konstruktionen av det kartldggande for-
testet samt forskningslektionerna, exempelvis avseende vilka aspekter
som borde lyftas fram i samband med arbetet av ldirandemodellen.
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4.2.2 Genomforande av utforskande intervjuer

De semistrukturerade intervjuerna var kvalitativa och bestod av tvé
delar:

e Del A, ”den ryska uppgiften”, vilken inspirerades av en upp-
gift frén ett ryskt liromedel (Davydov m.fl., 2012). Illustrat-
ionen skilde sig 4t mellan de tva stadierna, i uppsatsen beskrivs
exempel fran arskurs 8 och 9. For beskrivning avseende érs-
kurs 3, se Artikel 1.

e Del B, "ekvationerna”, vilken baserade sig pé ett urval ekvat-
ioner, samtliga visande subtraktion och ndgra av dem inklude-
rade negativa tal.

Hilften av intervjuerna inleddes med Del A och den andra hélften
med Del B. Avsikten med att alternera ordningen av intervjuns delar,
var att jimna ut mdjliga effekter av uppgifternas ordning. Del B skulle
framdver utgdra ett underlag infor forskningslektionerna, varfor ana-
lys av denna del inte ingick i Artikel 1.

Figur 15

Uppgift fran ryskt ldromedel, anvind vid de utforskande intervjuerna
for arskurserna 8 och 9

———— i
5 Mamenn yposens Boas B cocyde COOTBET-
CTBEHHO “epTexy.

Del A — Den ryska uppgiften

Eleverna i arskurserna 8 och 9 visades en autentisk uppgift (Figur 15),
kopierad ur ett ryskt laromedel som anvénds utifran Davydovs pro-
gram, arskurs 1 (Davydov m.fl., 2012). En svensk formulering av upp-
giften presenterades, vilken var inspirerad av den ryska forlagan. I1-
lustrationen visar tre cylindrar bendmnda med var sin bokstavssymbol,
den vinstra cylindern &r delvis fylld med en kontinuerlig kvantitet, de
tvd andra cylindrarna &r tomma. Avsikten med att vdlja en kontinuer-
lig kvantitet framfor en diskret (exempelvis kulor) var att eleverna inte
skulle frestas att rdkna foremalen ett och ett. De tecknade cylindrarna
kan betraktas som ikoniska bilder (Davydov, 1986/2008; Mason m.fl.,
2005/2012; Seeger, 1998). Ovanfor de tre cylindrarna syns en del-hel-
hetsmodell i form av en striacka (en kontinuerlig kvantitet) med
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markeringar for cylindrarnas kvantiteter. Modellen av striackor kan
inga 1 vad Gorbov och Chudinova (2000) beskriver som ett ’schema”,
dédr sambanden och relationerna mellan kvantiteterna dr markerade
med bagar. Samma bokstavssymboler som syns vid cylindrarna fore-
kommer édven vid bagarna.

Eleverna fick veta att uppdraget var att forandra kvantiteten frén A
till P och frén P till H (Figur 15). Eleverna uppmuntrades att med ord
beskriva vilka forandringar de kunde ldsa ut frén uppgiften med bild-
sekvenserna. Eleverna uppmuntrades dven att ’fylla i” de tomma cy-
lindrarna (Figur 15) samt att anvdnda matematiska begrepp och sitta
ord pd hur hidndelsen kunde beskrivas matematiskt i avsikt att under-
soka vad eleverna uttryckte avseende relationer mellan kvantiteterna. I
Artikel 1, samt i uppsatsens resultatdel, presenteras resultatet av ele-
vernas respons avseende relationen mellan kvantiteterna i de tre cy-
lindrarna.

Eleverna i arskurs 3 visades en annan bild illustrerande tva iden-
tiska tillbringare, fyllda med olika kvantiteter. Bilden for arskurs 3 be-
domdes mindre komplex och darfoér mer 1dmplig for de yngre ele-
verna. Eleverna i arskurs 3 uppmanades att resonera kring hur kvanti-
teten 1 den ena tillbringaren kunde anta samma kvantitet som i den
andra tillbringaren (se Artikel 1).

4.2.3 Analys av utforskande intervjuer

De inspelade intervjuerna genomlyssnades noggrant och transkribera-
des dérefter ord for ord med stdd av transkriberingsprogrammet In-
qScribe. Dérefter genomléstes transkriptionerna i avsikt att identifiera
relevant data avseende om, och i sént fall pa vilka sitt, elever uttryckte
att kvantitetarna relaterar till varandra. I den fenomenografiska ana-
lysen stridvade vi forskare att tolka det eleverna uttryckte i ord eller
handling med fokus pa vilka sitt eleverna erfar relationer mellan
kvantiteter (Marton, 2015). En utforligare beskrivning av analysen gar
att ldsa 1 Artikel 1.

Utifran resultatet av de utforskande intervjuerna sag vi forskare det
motiverat att utveckla forskningslektioner i avsikt att mojliggdra for
elever att urskilja generella matematiska strukturer (Davydov,
1986/2008). Vi sag det relevant att med stdd av en lirandemodell som
visualiserar en del-helhetsstruktur for kvantiteter respektive tal i ek-
vationer att prova en undervisning dir elever kan mdjliggoras att ut-
veckla teoretiskt tinkande (Davydov, 1986/2008), kunna utforska ek-
vationer och s& sminingom 16sa ut det obekanta talet 1 ekvationer.
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4.3 Dataproduktion och analys av forskningslektionerna

Efter de initiala utforskande intervjuerna (Artikel 1), dvergick forsk-
ningsarbetet till att tillsammans med de medverkande ldrarna planera
forskningslektionerna, vilka utgér grunden for Artikel 2.

4.3.1 Design av kartliggande fortest respektive eftertest

Resultatet fran de utforskande intervjuerna (Artikel 1) visar att elever
erfar relationer mellan kvantiteter pa kvalitativt skilda sétt. For att
skapa ytterligare underlag infor designen av forskningslektionerna
konstruerades och genomfordes en kartliggning i férhdllande till 14-
randeobjektet, ett sa kallat fortest. Det kartlaggande fortestet (Bilaga
2) genomfordes med papper och penna ungefir samtidigt med alla de
149 medverkande eleverna i studien. Avsikten var att synliggdra pa
vilket sitt eleverna tog sig an uppgifterna: om de uttryckte en del-hel-
hetsstruktur eller exempelvis om nagon modell anvindes. En ytterli-
gare avsikt var att kunna utvirdera hur vél en undervisningssituation
lyckades mojliggora att urskilja matematiska strukturer och anvindan-
det av modellen som redskap att hantera ekvationer. Utvdrderingen
gjordes genom att eleverna efter forskningslektionen fick méta ett ef-
tertest, identiskt med fortestet, dir det kunde framga om, och i sddant
fall pé vilket sitt, eleverna fordndrat sina l6sningar utifran den under-
visning de mott. Resultatet fran eftertesterna utgjorde en grund infor
kommande forskningslektioner.

De kartldggande fortesterna var liknande for elever pé lagstadiet
jamfort med hogstadiet. Det som skilde var att eleverna i lagstadiet
fick mota ett lagre talomrade for vissa av uppgifterna samt att eleverna
1 hogstadiet aven motte “klassiska ekvationer”. For eleverna i arskurs
3 kompletterades den skriftliga fortesten med intervjuer av ett utvalt
antal elever i avsikt att erhélla ytterligare underlag.

4.3.2 En specifik strukturell modell

En specifik strukturell modell (Figur 16) stér i fokus for denna studie.
Modellen é&r inspirerad av en del-helhetsmodell frdén Davydovs pro-
gram (Figur 10), men skiljer sig frdn Davydovs modell genom att po-
sitionen for varje tal &r markerad med en cirkel i studiens modell. De
tre cirklarna som “omringar” talen antar samma storlek oavsett om
den representerar helheten (den dvre positionen i lirandemodellen) el-
ler ndgon av delarna (de tvd nedre positionerna i lirandemodellen).
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Cirklarnas storlek &r saledes opaverkade av talets varde och har funkt-
ionen att markera och fortydliga var respektive tal ska placeras i mo-
dellen (jfr med Figur 9, dér cirklarnas storlek varierar utifran talens
vérde). Den valda modellen bedomdes ha potential att synliggdra hur
tal 1 en ekvation med additiv struktur relaterar till varandra i en del-
helhetsstruktur.

Figur 16
Lérandemodellen som stod i fokus for denna forskningsstudie

()
OO

Tack vare den holistiska representationen som larandemodellen utgor
visualiseras helheten samtidigt som delarna, ndgonting som inte &r en-
kelt att iscensétta med stod av empiriskt materiel, eftersom helheten
vanligtvis uppldses och forsvinner nér den delas upp i delar (Davydov,
1986/2008; Mellone & Ramploud, 2015). Figur 16 visar talen symbo-
liserade med generella symboler, men kan dven anvdndas med speci-
fika insatta tal. Virdet av talet a betraktas med stod av ldrandemo-
dellen som "helheten”, vilken delas upp i delarna”, det vill sdga vér-
det for b respektive vérdet for c. Med larandemodellen som stod kan
resonemang foras hur a, b och ¢ forhaller sig till varandra (Carpenter
& Moser, 1984; Ng & Lee, 2009; Schmittau, 2005). Med stod av mo-
dellens design kan ytterligare resonemang foras kring att en och
samma struktur kan tecknas pé fyra olika sitt, med tva subtraktioner
samt med tva additioner (se "fact family” i kapitlet Teoretiska 6vervi-
ganden).

4.3.3 Design av forskningslektionerna

Forskningslektionerna utgjorde den storsta delen av dataproduktionen
for studien och dr dven grunden for Artikel 2. Forskningslektionerna
planerades med inspiration av variationsteori och ramverket larande-
verksamhet och forskningslektionernas innehéll och progressionen ba-
serades pa Davydovs program (Davydov, 1986/2008).

Designen av forskningslektionerna utformades med avsikt att ele-
verna skulle analysera ekvationer utifrdn generella matematiska struk-
turer och var relativt lika oavsett arskurs. Den forst genomforda
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lektionen var grundad utifran analys av det matematiska innehallet, er-
farenheter fran de utforskande intervjuerna (Artikel 1) samt frén det
kartlaggande fortestet. Vid planering av kommande forskningslekt-
ioner drogs dven erfarenhet frén tidigare. Larargrupperna diskuterade
progression och ordning i undervisningssekvenserna som till exempel
1 vilken ordning lektionsmomenten och ekvationerna skulle presente-
ras. Det som skilde mellan forskningslektionerna var exempelvis ek-
vationernas utformning som talomréde, val av tal inom en ekvation el-
ler val av placering av det obekanta talet.

Som ett led 1 att elever skulle urskilja del-helhetsstrukturen mellan
kvantiteter eller mellan tal i en ekvation introducerades under forsk-
ningslektionerna en specifik strukturell modell av ldraren och som ut-
vecklades i samverkan med eleverna (se Davydov, 1986/2008). Den
utvalda modellen beddmdes ha mojlighet att utgdra ett redskap for
tankandet i arbetet att analysera ekvationers struktur och utgora ett
stod for eleverna att beskriva och vélja en, for dem, lamplig operation
(Schmittau, 2010; Schmittau & Morris, 2004). Under forskningslekt-
ionerna provades forutsittningar som behdvdes byggas in i undervis-
ningen for att den utvalda modellen skulle fa innebdrden av ett medie-
rande redskap och didrmed fé funktionen av en lirandemodell (se Ki-
nard & Kozulin, 2008/2012; Schmittau 2005; Venenciano & Heck,
2016).

For att eleverna skulle analysera ekvationers struktur och inte i
forsta hand losa ekvationer for att finna “rétt svar” (se Mellin-Olsen,
1981; Skemp, 2006) anvéndes initialt kontinuerliga kvantiteter utan
numerdra virden som underlag for gemensamma teoretiska diskuss-
ioner. Kontinuerliga kvantiteter kan inte antalsbestimmas sasom dis-
kreta kvantiteter kan. For att ytterligare undvika berékningar utgick
forskningslektionerna initialt fran generella symboler (bokstavssym-
boler) for att forst i ett senare skede anvédnda specifika tal i ekvationer
som senare ocksa skulle 16sas ut (Davydov, 1986/2008).

4.3.4 Genomforande av forskningslektionerna

Forskningslektionerna dokumenterades genom ljud- och filminspel-
ning samt genom anteckningar och fotografier frdn den observerande
larargruppen. Forfarandet beskrivs 1 Artikel 2, men kompletteras har
mer utvecklat avseende modeller. Nedan beskrivs huvuddragen av en
forskningslektion.

For att mojliggora for eleverna att urskilja de generella matema-
tiska strukturerna introducerades eleverna i ett teoretiskt arbete
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genom att tillsammans med ldraren fora teoretiska resonemang (Da-
vydov, 1986/2008). Detta skedde genom gemensamma resonemang
kring relationer mellan kvantiteter och begreppen helhet och delar
med stdd av en empirisk modell (jfr Bruners enaktiva modell), vilken
utgjordes av ett papper som revs itu till tvd olika stora delar — detta in-
ledande forfarande beskrivs i Artikel 2.

Darefter transformerades den empiriska modellen i papper till en
utvald symbolisk modell (Figur 16) (jfr Bruners symboliska modell),
vilken i uppsatsen bendmns som den specifika strukturella modellen.
Denna modell visualiserade ocksa en del-helhetsstruktur utifran
samma bendmningar pd helheten och delarna (a, b och ¢) som uppvi-
sades pad modellen i papper. Transformeringen skedde under gemen-
samma teoretiska resonemang kring modellens struktur och funktion i
kombination med bearbetning av begreppen helhet och delar. Intent-
ionen var att, med stdd av den specifika strukturella modellen och ge-
nerella symboler, visualisera generella kdnnetecken for en del-helhets-
struktur med additiv struktur och hur talen forhéller sig till varandra
(Davydov, 1986/2008; Marton, 2005; Mellone & Ramploud, 2015;
Seeger, 1998). Nésta steg var att byta ut de generella symbolerna mot
specifika tal, vari fortfarande del-helhetsstrukturen analyserades men
nu avseende relationer mellan specifika tal i en given ekvation, fortfa-
rande med den specifika strukturella modellen som stod. Detta mo-
ment genomfordes frdmst i hela gruppen under gemensamma diskuss-
1oner, men eleverna fick dven utforska strukturen for ekvationer 1
mindre grupper. Under forskningslektionerna provades flera olika
uppldgg for detta moment avseende val av ekvationer och val av tal
och deras placering inom ekvationerna. Om ekvationerna var for enkla
uppstod inte ett behov av modellen som da inte fick en medierande
funktion och inte blev ett redskap for eleverna i arbetet att utforska ek-
vationer, det vill sdga, modellen fick inte funktionen av en ldrandemo-
dell. Denna erfarenhet ledde till att utmana eleverna med mer "kom-
plicerade” uppgifter (exempelvis icke-kanoniska uttryck som 22 = 15
+ 7) och dven lata dem mota subtraktioner och ekvationer med obe-
kanta tal (exempelvis 40 —x = 15) samt negativa tal (15 — x = 40). Va-
len av tal i de tva senast ndmnda ekvationerna dr ett exempel pa hur
variationsteori anvéindes for att designa uppgifter dér fokus skulle
hamna pé om talen var helhet eller delar.

Under forskningslektionen uppmanades eleverna att utforska mo-
dellens giltighet. Lararen gick runt och tittade nér eleverna provade
och valde sedan lampliga exempel som lyftes fram i gemensamma dis-
kussioner. Léraren foljde upp med frédgor av typen:
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e Kan den ekvation som du formulerade skrivas in i modellen, pé
vilket sdtt? Hur vet du vilket av talen som &r ’helhet”?

e Du har tecknat en modell med ifyllda tal. Kan talen i modellen
skrivas om till en ekvation, hur? Kan ytterligare ekvationer
tecknas for att modellen fortfarande ska dverensstimma med de
nya ekvationerna, pa vilka satt?

For att 6ppna upp for ytterligare teoretiska resonemang utmanades
eleverna med hakar (Davydov, 1986/2008; Eriksson, 2017). Exempel-
vis kunde det intraffa nér elever skapade regler utan matematisk
grund, som “’svaret dr helheten”. Regeln stimmer for en additionsupp-
gift dér helheten (helt korrekt) utgdrs av summan, men inte vid en
subtraktion ddr differensen inte dr liktydig med helheten. Detta be-
hovde eleverna fa mojlighet att uppmérksamma och i undervisningen
kontrasterades dérfor de tva raknesitten utifrdn vad en helhet &r och
vad det inte dr. En annan regel som formulerades av eleverna var “det
storsta talet &r helheten”. Denna regel kunde utmanas med att invol-
vera negativa tal (exempelvis 15 —x = 40). Nidr negativa tal ingér i ek-
vationer resulterar det i att helheten antar ett l4gre virde @n dess delar.
I dessa fall utmanades den skapade regeln med hakar utifran ett variat-
ionsteoretiskt perspektiv (kontrast) for att mojliggora for elever att fa
syn pa det som de #nnu inte urskilt. Aven under detta arbete anviindes
modellen som ett redskap for att visualisera relationer mellan talen.

Det var inte alltid som léraren under sjédlva forskningslektionerna

uppmédrksammade de av eleverna skapade reglerna. Detta framkom
dven 1 efterhand vid avlyssnandet av filminspelningar, frén elevernas
anteckningar eller frén eftertestet. Dessa upptackter mojliggjorde dndé
for oss 1 forskargruppen att forhalla oss till informationen infor plane-
ringen av ndstkommande forskningslektion.

4.3.5 Analys av forskningslektionerna

Varje forskningslektion analyserades fortlopande i avsikt att synlig-
gora om dess utformning var gynnsam eller inte. Analysen inleddes
alltsd redan nér vissa delar av data frdn lektionerna producerats for att
kunna paverka nésta steg i processen. Det forekom saledes ett vixel-
verkande samspel mellan dataproduktionen och analys av denna data,
Bryman (2002/2018) beskriver detta forfarande som iterativt. Analys-
arbetet genomfordes utifran den kvalitativa ansatsen tematisk analys
(Braun & Clarke, 2006) med stod av variationsteori. Forfarandet besk-
rivs mer noga i Artikel 2, men dterges Oversiktligt nedan.
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Transkriptionerna fran forskningslektionerna genomlistes ett flertal
ganger med stod av analysfragan: Vad i elevernas uttryck i ord eller
handlingar indikerar om, och i sadant fall pad vilka sdtt, modellen an-
vdndes for att utforska relationer mellan tal i en ekvation? Elevernas
anteckningar fran forskningslektionerna samt for- och eftertest visade
hur de provade olika ekvationer i kombination med den specifika
strukturella modellen. De skriftliga underlagen visade dven om, och i
sa fall pa vilket sitt, elevernas svar fordndrades efter forskningslekt-
ionerna.

De olika underlagen analyserades savil forutséttningslost for att
eventuellt synliggdra ndgonting som énnu inte var efterfrdgat som
med specifika fokus vilka varierade mellan olika forskningslektioner.
Exempel pa ett specifikt fokus var att sarskilt lagga mirke till om ele-
ver uttryckte en regel som “’svaret dr helheten” (se Artikel 2, Figur 7).
Att ett specifikt fokus valdes berodde pa att elever under tidigare
forskningslektioner uttryckt en regel och att designen av nistkom-
mande forskningslektion justerats i avsikt att utmana den uttryckta re-
geln med en hake (Davydov, 1986/2008; Eriksson, 2017). Avsikten
var ocksa att 1 hogre grad mojliggora for eleverna att genom ett teore-
tiskt arbete (Davydov, 1986/2008) analysera ekvationers struktur. I
detta arbete kunde den specifika strukturella modellen utgora ett stod
for att urskilja en ekvations struktur och relationer mellan tal i ekvat-
ionen (se Artikel 2).

Vi som forskare tittade pd alla inspelade lektioner och de medver-
kande lararna tittade pé enstaka lektioner eller pd utvalda sekvenser.
Att inte medforskande lérare tittade pd alla inspelningar tillsammans
med oss forskare berodde pa den begrénsade tid vi hade tillsammans.
Niér sedan forskningslektionerna transkriberades var fokus péd vad som
sades, men inte sur — en ldngre paus markerades dock i transkript-
ionen, men inte detaljer som kortare pauser, suckar eller betoningar
(se Bryman, 2002/2018). Anledningen till att ett innehallsligt fokus
valdes ligger i linje med en grundlidggande idé inom variationsteori,
om vikten av att vélja vilket innehall som ska varieras, och ddrmed
séttas i forgrunden och vad som genom konstanthdllande ska héllas i
bakgrunden (Marton, 2015). Med stod av variationsteori utmejslades
dven under analysarbetet vad elever méste f4 mdjlighet att urskilja, sa
kallade kritiska aspekter. Det kunde senare ligga till grund for kom-
mande forskningslektion genom en lektionsdesign som kontrasterade
vad nagonting dr, med vad det inte d4r (Marton, 2015).

Som stdd 1 analysarbetet anvdndes dven begrepp fran ramverket 1a-
randeverksamhet (Davydov, 1986/2008). Till exempel hade begreppet
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ldrandemodeller en framtrddande roll for hur den kunde utgdra ett me-
dierande redskap. Forskningslektionernas design analyserades ocksa
med avseende pa hur vi kunde mdjliggora for eleverna att delta i ett
teoretiskt arbete och medverka i1 framvixande teoretiska resonemang
for att kunna utveckla ett teoretiskt tinkande.

4.4 Forskningsstudiens kvalitet

Foreliggande forskningsstudie ér av kvalitativ art och gor inte ansprak
pa att vara statistisk generaliserbar (Larsson, 2009). Data producera-
des 1 en relativt avgriansad grupp elever, sdsom en learning study van-
ligtvis genomfors och det var endast en lektion som upprepades, revi-
derades och utvecklades (se van den Akker, 1999). De iterativa pro-
cesserna mojliggjorde att en enda lektion kunde bearbetas pé djupet.

Resultatet fran studien kan vara generaliserbart for liknande, av-
gransade kontexter (Larsson, 2009). I denna forskningsstudie kan kon-
texten ségas avse det specifika matematiska omradet: ekvationer med
additiv struktur ndr negativa tal &r inkluderade. Kontexten skulle dven
kunna ringas in till att omfattas av ramverket larandeverksamhet. En
generalisering av resultatet till andra elevgrupper én elever i arskur-
serna 3, 8 och 9, exempelvis mellanstadiet, kan pastds vara mojlig, ef-
tersom resultatet dr snarlikt mellan de olika stadierna som ingick i stu-
dien.

Eleverna som ingick i studien saknade tidigare erfarenheter fran
undervisningen av teoretiska resonemang och anvdndande av ldrande-
modeller, vilket bor vara en aspekt att ta hansyn till vid 6vervigande
att prova med andra elever. Det dr inte sjdlvklart att resultatet frén en
kontext dr direkt overforbart till en annan kontext — ldsaren maste gora
egna tolkningar (Larsson, 2009; van den Akker, 1999).

Om studiens kvalitet kan bedomas tillforlitlig och trovardig ér 14sa-
rens uppgift att bedoma. Genom att noggrant och transparent beskriva
de processer som lag till grund fér metodvalet och analysen har lisa-
ren sjilv mojlighet att bedoma kvaliteten i slutsatser och resultat (van
den Akker, 1999). Som forskare var det min ambition att underbygga
tillforlitligheten genom att exempelvis i kapitlet Metod beskriva pro-
duktionen av datamaterial i form av transkriberade intervjuer och
forskningslektioner samt for- och eftertester.

Forskningsstudien genomfordes tillsammans med tre olika larar-
grupper, ndgot som kan dka trovérdigheten (Bryman, 2002/2018) ef-
tersom respektive larargrupp sévil var for sig, som mellan grupperna,
diskuterade och tolkade det som observerades. Kvale och Brinkmann
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(2009) lyfter fram att kunskapsanspréken blir mer giltiga nér grupp-
medlemmar diskuterar olika tolkningar och hur ett fortsatt handlande
kan planeras. Denna situation forekommer regelbundet under de itera-
tiva processerna i en learning study och dirmed dven under véra triaf-
far 1 forskargrupperna. Gemensamma tolkningar diskuterades dven
med forskarkollegan.

Pélitligheten (Bryman, 2002/2018) stirktes genom att forsknings-
studien genomfdrdes i ndra arbete med nyss ndmnda forskarkollega. I
samarbetet under analysen samt vid framskrivandet av resultat, valde
och kategoriserade vi excerpt frin de utforskande intervjuerna var for
sig, vilka ddrefter jimfordes (se Bryman, 2002/2018). Detta var en
fordel, eftersom det kunde vara svart att vara kritisk eller objektiv och
fri fran bias nér jag sjélv var involverad i processen sdsom forskare
(Kvale & Brinkmann, 2009). Forskningsstudiens innehéll har lyfts
fram tillsammans med andra doktorandkollegor, p olika konferenser
samt publicerats i peer-reviewade tidskrifter (Bilaga 3).

Learning study anvéndes som ansats valt med hénsyn till den moj-
lighet som iterationer av forskningslektioner ger att préva och om-
prova undervisningen. En relevant friga att lyfta fram i samband med
att anvédnda learning study som ansats dr huruvida tid avsattes mellan
forskningslektionerna for att mojliggora en tillrdckligt djup analys (se
Newton & Burgess, 2008). Under forskningsprocessen forsokte vi for-
hélla oss till denna farhaga genom att komplettera de gemensamma
analystillfillena med ldrarna genom att vi tva forskare traffades mer
regelbundet for att ytterligare diskutera, samt djupare analysera, data-
materialet &ven mellan tridffarna tillsammans med lérarna.

4.5 Etiska 6vervdaganden

Studien startades upp under 2016, nir Vetenskapsradets forskningse-
tiska Overvdganden daterat 2011 fortfarande var géllande. De fyra
etiska huvudkraven for att skydda individen foljdes exempelvis genom
att deltagande lérare informerades bade muntligt och skriftligt kring
syftet med studien, att deras deltagande var frivilligt samt att de nir
som helst under studiens pagéende kunde avbryta sin medverkan utan
negativa konsekvenser. En av de deltagande ldrarna (Lirarlag A) av-
brot av personliga skél sin medverkan, ungefar halvvigs i processen
och en annan ldrare (Lararlag B) avbrot i tidigt skede av tidsskél. Inget
av avhoppen bedoms ha paverkat datamaterialet eftersom ingen av
dessa ldrares klasser ingick i studien och de planerade forskninglekt-
ionerna fortgick som planerat. I 6verenskommelsen framgick &ven att
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deltagarna gav sitt samtycke till att medverka i film- och ljuddoku-
mentationer. Att medverka pé film tycktes aldrig framstd som ett hin-
der for ldrarna — de flesta av dem hade filmats sedan tidigare, exem-
pelvis under tidigare gemensamma learning studies. En ytterligare
overenskommelse gillde det material vi gemensamt genererade under
studien — detta var fritt for var och en att anvinda i uppsatser, artiklar
eller pd presentationer pa konferenser eller liknande.

En grundtanke var att Vetenskapsradets principer (2011) inte endast
skulle skydda deltagande ldrare utan ocksa att alla skulle kdnna sig
trygga att delta och bidra i diskussioner pé sa jimlika villkor som mgj-
ligt. I och med att vart gemensamma material kunde anvindas av var
och en, i exempelvis artiklar, fanns &ven en mojlighet att deltagande
lararna skulle kdnna sig involverade och delaktiga och eventuellt in-
spireras till fortsatt forskningsarbete. Varje deltagande ldrare tog eget
ansvar och bidrog i hog grad med sitt kunnande och egna erfarenheter
under savél planering, genomforande som analys.

Deltagande elever informerades och tillfrdgades bade muntligt och
skriftligt om studiens syfte och genomforande. Foréldrar och vérd-
nadshavare erhéll ett informations- och samtyckesbrev dir savil syfte
som genomforande av studien framgick och éven att eleverna kunde
avbryta sin medverkan utan pafoljder. Samtyckesbrevet signerades
skriftligt av fordldrar och vardnadshavare eftersom deltagande elever
var under 15 ar. De allra flesta elever, fordldrar och vardnadshavare
lamnade ett positivt besked kring elevernas deltagande, endast en elev
pa hogstadiet valde att inte medverka framfor filmkameran.

Under pdgaende studie kom Vetenskapsradet ut med nya riktlinjer
(2017), vilka blev nya dvervidganden att ta hinsyn till, &ven om inte
det etiska arbetet i studien paverkades i storre omfattning. I Veten-
skapsradet (2017) diskuteras begreppen forskningsetik respektive fors-
karetik. Inom forskningsetiken diskuteras bland annat hur personer
som &r involverade 1 forskningen kan skyddas frén skador eller krénk-
ningar — fragor som tagits upp sedan tidigare riktlinjer. Inom forskare-
tiken lyfts i stillet frigor fram som beror sjdlva hantverket, om forska-
rens olika roller samt ansvar kring publicering av forskningen. I skri-
vande stund har publicering med anknytning till studien endast gjorts
av och pa initiativ av mig sjdlv tillsammans forskarkollegan Tuominen
samt i samarbete med vara tva handledare. Vikten av att sprida resul-
taten skrivs fram av Vetenskapsradet (2017) som i sin tur refererar till
Mertons principer: andra ska fa ta del av resultaten — nya kunskaper
fér inte hemlighéllas eller doljas. Att resultaten specificeras och besk-
rivs mojliggor dven att resultatet kan anvindas av andra lérare vid
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planering av undervisning (Carlgren, 2012, 2017; Runesson & Gus-
tafsson, 2012). Aven Bryman (2002/2018) lyfter fram vikten av att
presentera resultatet skriftligt eller pa en konferens for att undersok-
ningen ska fa mer betydelse &n att stilla forskarens nyfikenhet. Proces-
sens framskridande och resultat fran foreliggande studie har kontinu-
erligt dokumenterats och presenterats pa bade lokala, som nationella
och internationella konferenser samt publicerats i artiklar (Bilaga 3) i
avsikt att fa en kontinuerlig respons “utifrdn”. Vetenskapsradet (2017)
beskriver att denna 6kade transparens kan komma i1 konflikt med
forskningspersonernas personliga integritet. Denna negativa konse-
kvens har inte kommit till uttryck for foreliggande studie. Snarare har
delandet av erfarenheter pd konferenser och ahorarnas respons samt
konstruktiv respons fran peer-reviewers mojliggjort en dkad kvalitet.

Vid transkriberingar av materialet avidentifierades elever och la-
rare, vilka gavs beteckningar som Elev 1, respektive Lérare 1. I artik-
lar gavs dven eleverna fingerade namn. Avsikten var att en ldsare inte
ska kunna identifiera vilken person som ligger bakom beteckningen.
Inte heller skolornas namn lyfts fram i skrift. Det finns en mojlighet
att medverkande lararnas kollegor pa respektive skola uppfattade att
de berdrda ldrarna ingick i en forskningsstudie. Mojligheten att identi-
fiera en specifik larare genom artiklarna eller denna uppsats far dock
betraktas som obefintlig. Jag som forskare kénde till 1drarnas namn,
daremot var eleverna helt obekanta for mig och jag hade ingen vetskap
om deras identiteter sésom de medverkande ldrarna hade.

Allt material fran film- och ljudinspelningar fran intervjuer och
forskningslektioner, fotografier, kartldggningar, respektive for- och ef-
tertest forvaras pé ett sddant sétt att obehoriga ej kan ta del av dem.
Filmer sparas pé tvé olika externa harddiskar.
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5 Resultat, sammanfattning av artiklarna

Inom ramen for forskningsstudien &r tvé artiklar framskrivna. I ka-
pitlet ssmmanfattas resultatet for Artikel 1 och Artikel 2.

5.1 Artikel 1: Relate before calculate: Students’ ways of
experiencing relationships between quantities

I Artikel 1 presenteras arbetet med och resultatet av en intervjustudie
med elever i grundskolan. Studien genomfordes i avsikt att skapa en
grund for forskningsgruppen infor fortsatt forskningsarbete. Resultatet
fran studien 1dg till grund for pé vilket sétt en specifikt strukturell mo-
dell senare kom att introduceras. Studien genomfordes med ansatsen
fenomenografi (Marton, 1981, 2015). Elever intervjuades 1 avsikt att
identifiera hur de erfar det valda fenomenet relationer mellan kvantite-
ter. Oavsett drskurs var de inledande intervjufragorna identiska. Pa
grund av den semistrukturerade intervjuformen kunde uppfo6ljande fra-
gor skilja mellan de olika intervjuerna. En illustration anvéndes som
utgdngspunkt och stdd under intervjuerna, vilken for de hogre arskur-
serna visade tre cylindrar med kompletterande linjediagram (Figur 15)
och for de yngre eleverna tv4 tillbringare fyllda med olika mangd
kvantiteter (Artikel 1, Figur 2). Ett resultat fran elevernas arbete kunde
visa sig som att de tre cylindrarna ritades olika mycket ifyllda (Figur
17).

Figur 17

Ett exempel pd elevers respons pa uppgiften (figuren dr rekonstruerad
pd grund av originalens undermaliga kvalitet)
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Under analysen framtrddde olika kvalitativt skilda kategorier av hur
elever erfar fenomenet relationer mellan kvantiteter, vilka samman-
stdlldes 1 ett utfallsrum (se Artikel 1, s. 16). Med utgdngspunkt i ut-

fallsrummet beskrevs kategorierna (Tabell 2).

Tabell 2

Kategorierna med beskrivning

Huvudkategori med
beskrivning

Elever erfar relationer
mellan kvantiteter
som. ..

Underkategori med be-
skrivning

Elever erfar relationer mel-
lan kvantiteter som...

Exempel

1. ...ndgonting som
ska berédknas

Elever indikerar att
ett numeriskt virde
ska beridknas

1A. Knécka en kod

... nagonting som ska be-
ridknas baserat pa att om-
vandla bokstéver till tal

o “A &r vart ett, eftersom
det ar forsta bokstaven
1 alfabetet”

1B. Tillskriva ett viarde

... nagonting som ska be-
riaknas med ett tillskrivet
virde, eventuellt uppskattat
utifran illustrationen

e “Det dr ungefir elva li-
ter”

o “Laggtill ett [1] till B”

o “P-25%=H"

2. ...nagonting som
ska relateras

Elever beskriver en
relation mellan kvan-
titeterna och mellan
tal

2A. Identifiera delar och
helheter

... nagonting som ar upp-
byggt av delar

e Boch Cbygger upp 4

2B. Utforska mojliga relat-
ioner

... nagonting som kan for-
muleras pa flera olika sétt

e “4+1 =75 precis som
5-1=4”

e “B+ (=4 och darfor
ard-B=C

e Formulerar pa fyra
olika sitt

e “Det spelar ingen roll
hur mycket det var fran
borjan”

Tabellen &r en Oversittning fran Artikel 1 (s. 73), vilken visar de tva
kvalitativt skilda huvudkategorier som framtrddde under analysen:
ndgonting som ska berdknas respektive ndagonting som ska relateras.
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Till respektive huvudkategori framtridde dven tva underkategorier —
kategorierna beskrivs, exemplifieras och utvecklas i artikeln. Det som
skiljer de tvé kategorierna at 4r om elever erfar att kvantiteter relaterar
till varandra. Respons som inte visar att eleverna erfar att kvantiteter
relaterar till varandra, bedomdes i analysen som ett kvalitativt lagre er-
farande. Vid dessa tillfillen fokuserade elever pa att producera ett nu-
merart svar med hjélp av tillskrivna virden. Eleverna omvandlade ex-
empelvis generella symboler till numeréra véarden utifran bokstidvernas
placering i alfabetet (Tabell 2, underkategori 1A) eller uppskattade
kvantiteters storlek, ibland kompletterat av métning pa illustrationen
med linjal (Tabell 2, underkategori 1B). Aven tidigare forskning (ex-
empelvis Mason m.fl., 2005/2012) lyfter fram problematiken med ele-
vers fokus att beréikna ekvationer for att prestera ett svar, eftersom ele-
ver riskerar att senare inte kunna hantera mer komplexa ekvationer el-
ler ndr talomréadet utvidgas.

I den andra huvudkategorin, vilken i analysen kategoriserades som
kvalitativt hogre, fokuserade elever pa den matematiska strukturen
och beskrev relationer mellan kvantiteter eller tal. Elever visade detta
genom att uttrycka relationer mellan kvantiteter ur en del-helhetsstruk-
tur, exempelvis beskrev en elev (se Figur 17) att kvantiteten 4 kunde
bildas genom att utifran helheten, kvantitet P, subtrahera en kvantitet
motsvarande “tomrummet” (benimnd C) ovanfor kvantitet 4 (Tabell
2, underkategori 2A). Elever uttryckte dven att en och samma struktur
kan uttryckas pa olika sétt. Utifran nyss ndmnda exempel kunde elever
uttrycka att P — C = 4, men dven att 4 + C = P (Tabell 2, underkate-
gori 2B).

Det som skiljer de tva huvudkategorierna at — och ddrmed dven de
kvalitativt skilda sétten att erfara fenomenet — bendmns utifrén feno-
menografi som kritisk aspekt (se Pang, 2003). En kritisk aspekt formu-
lerar vad elever maste urskilja for att erfara ett specifikt fenomen pé
ett mer kvalificerat sétt. I denna studie formulerades foljande kritiska
aspekt utifran resultatet: tva kvantiteter tillsammans (tvd delar) bildar
en tredje kvantitet (en helhet) med samma “virde” som de tva delarna
tillsammans. En alternativ formulering av den kritiska aspekten &r: om
en av delarna tas bort fran helheten, dterstar “den andra delen”. Un-
der studien artikulerade inte vi forskare begreppen helheten respektive
delarna explicit i samband med de valda illustrationerna, begreppen
var figurerade mer implicit och abstrakt.

En slutsats baserat pa resultatet i Artikel 1 dr att larare tidigt bor ut-
forma en undervisning for att ge eleverna mdjlighet att urskilja relat-
ioner mellan kvantiteter och i forlingningen mellan tal i ekvationer.
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5.2 Artikel 2: En modell som stod for att utforska ekvationer

Med resultat fran Artikel 1 som grund fortsatte arbetet med forsk-
ningslektioner som dven utgdr innehéllet for Artikel 2.

I Artikel 2 presenteras om, och i sadant fall pa vilka sétt, en specifik
strukturell modell (Figur 16) utgjorde ett stod for elever i arskurserna
3, 8 och 9 for att utveckla teoretiskt tinkande nér elever utforskade
matematiska strukturer i ekvationer. Avsikten med den utvalda mo-
dellen var att visualisera relationer mellan tal i en hel-helhetsstruktur,
en egenskap som annars &r abstrakt. En fordel med att stodja sig pd en
visuell del-helhetsmodell &r att helheten och delarna visualiseras si-
multant, ndgonting som inte dr mojligt att genomfora med fysiska £6-
remal. En ytterligare styrka med den valda modellen ér att det &r moj-
ligt att arbeta dven med ett utvecklat talomrade, i detta fall negativa
tal. Denna styrka skiljer den specifika strukturella modellen frn andra
del-helhetsmodeller uppbyggda av kvantiteter (exempelvis linjedia-
gram) ddr det kan vara komplicerat att illustrera en negativ stricka.

Artikel 2 bygger pd data fran forskningslektioner baserat pa forsk-
ningsansatsen learning study (se Marton, 2015), dér lektionerna desig-
nades med inspiration fran ramverket lirandeverksamhet (se Davydov,
1986/2008; Eriksson, 2017).

Under analysarbetet identifierades om, och i sddant fall pa vilka
satt, den valda modellen var ett stod for eleverna att uttrycka pé vilka
sétt tal, kinda eller obekanta, i ekvationer relaterar till varandra. Ana-
lysen visade att elever anvinde sig av modellen pd skilda sdtt och tva
kvalitativt skilda kdrnteman och flera subteman identifierades (Figur
18) (se Braun & Clarke, 2006).
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Figur 18

En schematisk bild over elevers kvalitativt skilda sditt att ta stod av
modellen

1A
talens storlek avgor
placeringen i modellen

1B
talens placering i ekvationen avgor
placeringen i modellen

1C
|asriktningen avgor
talens placering i modellen

N\
1D
modellens regel- & modellmix
anvandning

2A
modellens design utgér stod
att urskilja relationer mellan talen

2B
operationstecken kompletterar
modellen

2C
modellen utgdr stod
for val av operation

2) larandemodell

Elever, vars ord och handlingar kategoriserades i Kérntema 1, anvénde
sig av modellen som ett formuldr som skulle fyllas i. Modellen ut-
gjorde inget stdd for eleverna att identifiera pa vilka sitt tal i en ekvat-
ion relaterar till varandra i en del-helhetsstruktur. I stéllet hanterades
talen atomistiskt, var for sig. Elever, vars uttryck presenteras i Kérn-
tema 1, kunde exempelvis placera tal i modellens olika positioner ba-
serat pd den lasriktning som ekvationen var tecknad. Eleverna utgick
dven fran regler for att placera talen i modellen, regler som skapades
under en forskningslektion av eleverna sjélva, som det forsta talet i
ekvationen ska sta overst i modellen. Under forskningslektionerna
syntes dven exempel pa nér elever kombinerade tidigare larda regler
som minus och minus dr plus 1 kombination med att anvinda mo-
dellen, en kombination som inte visade sig lyckosam for att utforska
ekvationers struktur.

I Kérntema 2 utgjorde modellen ett stod for eleverna att identifiera
relationen mellan alla tal, kdnda eller obekanta, i en ekvation. I ana-
lysen tolkades detta som om den specifika strukturella modellen kom
att f4 funktionen av en larandemodell (se Davydov, 1986/2008). Med
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stod av den specifika strukturella modellen urskilde elever den mate-
matiska strukturen och identifierade vilka tal som utgjorde helheten
respektive delarna. Eleverna resonerade sig fram genom att préva, om-
prova och bevisa relationer. I ett foljande steg utgjorde larandemo-
dellen ett redskap for att omformulera en ekvation till en for eleven
“enklare” ekvation. Dérefter kunde eleven vélja en lamplig operation
for att berdkna och 16sa ekvationen.

Fran resultatet i artikeln och de lirdomar fran forskningslektionerna
som lyfts fram i artikeln tycks det lyckosamt att utmana de regler ele-
verna eventuellt skapar och anvénder sig av med ekvationer dér regeln
inte dr géllande. Talomrddet far inte heller vara for enkelt sd att ele-
verna “bara ser” ekvationers 16sning och det kan darfor vara en styrka
att arbeta med negativa tal. I denna artikel innebar det att eleverna,
oavsett arskurs, analyserade, utforskade och loste ekvationer d&ven nir
negativa tal var inkluderade — trots att eleverna i rskurs 3 inte tidigare
hade opererat med negativa tal. Med stdd av modellen skapades till-
féllen for resonemang kring matematiska strukturer, som i analysen
tolkades som indikatorer pa teoretiskt arbete och mdjlighet att ut-
veckla teoretiskt tinkande. Initialt skedde detta arbete med generella
symboler 1 stéllet for specifika tal i avsikt att inte fokusera pa en nu-
merér 16sning.
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6 Diskussion

I detta avslutande kapitel diskuteras studiens resultat i relation till
syfte och forskningsfrdgor samt i forhallande till tidigare forskning, te-
oretiska overviganden och metod.

6.1 Losningsfokus, specifika varden och regler

Under den utforskande kartlaggningen (Artikel 1) utgjorde en ikonisk
modell (Mason m.fl., 2005/2012) ett stdd vid intervjuerna. Modellen
visade kvantiteter benimnda med generella symboler och inte med
specifika numeriska vérden (Figur 15). Trots det tillskrev en del elever
kvantiterna ett bestimt virde, som dérefter lag som underlag for en
berdkning. En tolkning av detta kan vara att eleverna inte hade tidigare
erfarenhet av att resonera med stod av generella symboler i kombinat-
ion med deras Onskan att generera “ett svar” — ett agerande som stdm-
mer dverens med uppfattningen att matematik handlar om att berékna
en uppgift for att finna “ett svar” (t.ex. Kilpatrick m.fl., 2001). Som
diskuteras i relation till bade Artikel 1 och Artikel 2, grundar sig flera
av elevernas respons i ett losningsfokus. Tidigare forskning visar att
vid 16sningsfokus riskerar elever att memorera regler for att utféra be-
rdkningar utan att greppa den bakomliggande matematiken (Mason
m.fl., 2005/2012; Mellin-Olsen, 1981; Skemp, 2006).

Under forskningslektionerna fick eleverna inte méta en undervis-
ning kring regler — trots det formulerade eleverna regler (se Artikel 2).
De skapade reglerna saknade matematisk grund, men kunde utgdra en
ledtrad for eleverna att urskilja vilket av talen i en ekvation som ut-
gjorde helheten respektive delarna. Exempel pé regler var “’svaret ér
helheten” eller ”det storsta talet dr helheten”, regler som inte grundar
sig pa en relation mellan talen och som inte heller dr generellt gél-
lande. I analysen framgick att det endast var eleverna pd hogstadiet
som konstruerade denna typ av regler, ett resultat som kan bero pa att
de tidigare hade hanterat ekvationer med stod av regler som exempel-
vis “flytta over talet och byt tecken” (Hiebert & Lefevre, 1986) eller
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“minus och minus &r plus” (Kilhamn, 2011) i en aritmetisk undervis-
ningstradition (Kieran, 2004). Att inte de yngre eleverna skapade reg-
ler under forskningslektionerna kan tyda pa att de inte hade samma er-
farenhet som de dldre eleverna att stodja sig pa regler for matematiska
berdkningar.

Mason med flera (2005/2012) beskriver dels att ménniskan till sin
natur uttrycker sig generellt, men dven att det innebdr en utmaning att
bli medveten om generella aspekter. De beskriver vidare att det kraver
ovning fran flera kontexter for att urskilja och uttrycka olika egen-
skaper generellt — ndgonting som de berdrda eleverna formodligen
inte fitt mojlighet till. ”If some people are ’seeing’ or attending to dif-
ferent features than those seen or attend to by the teacher, they may
find what the teacher says quite mystifying” (Mason m.fl., 2005/2012,
s. 5). En forklaring till att eleverna tillskrev kvantiteterna specifika
vérden kan saledes vara att vi under forskningslektionerna inte lycka-
des nd fram till eleverna, vilka da forsokte att skapa en kéind kontext
utifran en struktur de var vana vid.

6.2 Strukturer, generalitet och teoretiskt tdinkande

Under forskningslektionerna introducerades den specifika strukturella
modellen i kombination med generella viarden. Avsikten var att ele-
verna framgent skulle generalisera sina insikter for att senare applicera
samma matematiska struktur for alla heltal.

En vanlig rekommendation for att designa undervisningen har varit
att utga fran det empiriska och specifika (Marton, 2015). Vissa mate-
matiska omraden, exempelvis berdkningar med negativa tal, later sig
svérligen utforskas empiriskt. Exempel pa det &r vid de fall helheten
antar ett lagre virde &n dess delar, eller ndr en empirisk helhet inte
langre dr synlig nir den dr uppdelad i delar. Av den anledningen pro-
vades 1 foreliggande studie att i stéllet utforska del-helhetsstrukturen
genom att tillsammans fora teoretiska resonemang med stod av en spe-
cifik strukturell modell. En avsikt var att det skulle leda till att elever-
nas teoretiska tdnkande skulle utvecklas (Davydov, 1986/2008). Detta
1 sin tur skulle 6ppna upp for en alternativ approach att hantera ekvat-
ioner genom utforskande av struktur och relationer.

Davydovs program har provats i USA. Schmittau (2004) beskriver
hur elever som undervisats utifran Davydovs program omedelbart
identifierar del-helhetsstrukturen i en ekvation och kan pé sé sitt vilja
lamplig operation. Eleverna l6ser sdledes inte ekvationer varken ge-
nom exempelvis lika tilligg pa de tva termerna, inte heller genom att
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balansera ekvationen for att l0sa ut det obekanta talet. Ingen av de tvé
ndmnda “teknikerna” synliggor del-helhetsstrukturen inom en ekvat-
ion. Enligt tidigare studier framkommer att elever som studerar utifran
Davydovs program i stillet mojliggors att utforska del-helhetsstruk-
turen for att finna det obekanta talet inom ekvationen: ”Which action
is required is determined by whether the whole or a part must be
found (...) these processes are mastered simultaneously in Davydov's
curriculum rather than being taught separately as in the US” (Sch-
mittau, 2004, s. 29). Under foreliggande studies forskningslektioner
sags exempel pa det simultana arbete som beskrivs ovan av Schmittau
géllande att urskilja helheten respektive delarna samt att vilja ldmplig
operation for berdkning av det obekanta talet. Elever urskilde vilket av
talen som utgjorde helheten och vilka av talen som var delarna. Ele-
verna tycktes arbeta simultant med att betrakta ekvationen i forgrun-
den, for att fylla i modellen, respektive med modellen i1 forgrunden for
att ”stimma av” med ekvationen. Detta simultana arbete anser jag sa
centralt 1 studien att det fick sétta sina spar i uppsatsens titel: Relat-
ioner eller operationer — tvd sidor av samma mynt. Dock far denna
“framgang” tas med forsiktighet med tanke pa studiens ringa omfatt-
ning.

En allmént utformad del-helhetsmodell utifran generella virden kan
f4 funktionen av att vara ett medierande redskap. Gorbov och Chudi-
nova (2000) skriver fram att det kan ge elever mojlighet att upptécka
samband mellan tal i en ekvation med additiv struktur. Deras pasta-
ende bekréftas av resultaten fran sdvil Artikel 1 som Artikel 2 dér det
framgér att en del elever, oavsett arskurs, uttryckte att det foreligger
en relation mellan kvantiteter respektive tal. Eleverna konstaterade att
eftersom tvé delar tillsammans utgor helheten kan den ena delen ut-
tryckas som helheten subtraherat med den andra delen. Denna relation
uttrycktes sévil med generella symboler (B+C=4 < 4A—-B=C)
som med numeréra virden (4 + 1 =5 & 5 — 1 =4) (ett exempel fran
Artikel 1). Ett annat exempel pd bade elevers erfarande och vad de ut-
tryckte géllande en relation mellan kvantiteter eller mellan tal &r nér
elever visade att en och samma relation kan formuleras pd upp till fyra
olika satt (Artikel 1 respektive Artikel 2). Dessa elever uppvisade ex-
empel pa vad Schmittau och Morris (2004) bendmner som fact family.
I Artikel 2 ges exempel pa att detta kunnande utgjorde en grund infor
att vdlja en ldmplig operation for att berékna det obekanta talet i en ek-
vation. En forklaring till att en del elever argumenterade och uttryckte
sig generellt (Artikel 1) kan vara att de sedan tidigare utvecklat en re-
lationell forstéelse for likhetstecknet, ndgonting som ocksa lyfts fram
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av Blanton med flera (2015). Elevers relationella forstielse av likhets-
tecknets betydelse och anvindning kan vara en grund att bygga vidare
pa vid introducerandet av en algebraisk undervisning.

I Artikel 2 framgér att eleverna behdvde utmanas med tillrdckligt
komplicerade ekvationer for att de skulle uppleva ett behov och dér-
med motiveras till att analysera ekvationers struktur — i annat fall
“bara visste” eleverna svaret (jfr intuitiv metod”, RGj-Lindberg &
Partanen, 2019). Vid dessa tillfdllen utgjorde inte heller modellen né-
got stdd och med anledning av detta utmanades eleverna exempelvis
med subtraktion och talomrédet utokades att omfatta negativa tal. Den
utdkade utmaningen resulterade i att elever, savil i arskurs 3 som pé
hogstadiet, inte endast resonerade kring relationer mellan talen i en
ekvation. Eleverna analyserade dven ekvationers struktur och valde en
lamplig operation for att berdkna 16sningen. Att ta sig an en subtrakt-
ion som inkluderar negativa tal bekriftas genom tidigare forskning
som en stor utmaning (Ball, 1993; Kilhamn, 2011; Kullberg, 2010;
Marton, 2015). Under forskningslektionerna opererade dven de yngre
eleverna med negativa tal, trots att de inte tidigare provat detta — och
dessutom fann de en 16sning pé ekvationen. Trots, eller kanske tack
vare, den utdkade utmaningen forde eleverna teoretiska resonemang
under forskningslektionerna, trots att de tidigare inte deltagit i en alge-
braisk undervisningstradition. Detta indikerar att det &r vért att prova
en undervisning baserad pa matematiska strukturer och relationer mel-
lan kvantiteter eller tal, &ven for yngre elever.

6.3 Modellens anvindning och utveckling

I Artikel 2 utforskades om, och i sadant fall pa vilka sitt, den utvalda
modellen utgjorde ett redskap i utforskandet av ekvationer. Att arbeta
med ldrandemodeller &r en viktig del i ldrandeverksamhet och kan
mojliggora for elever att 16sa problem, vilka annars inte hade varit
mdjliga (Kinard & Kozulin, 2008/2012; Schmittau 2005; Venenciano
& Heck, 2015), ndgonting som ocksa visade sig gynnsamt i forelig-
gande studie.

Under den utforskande kartliggningen (Artikel 1) forekom inte den
specifika strukturella modellen, &ven om det sdgs exempel pa att ele-
ver uttryckte relationer mellan kvantiteter. Nir eleverna under forsk-
ningslektionerna utforskade en ekvation (Artikel 2) kunde den speci-
fika strukturella modellen ddremot utgdra ett stod for resonemangen
och for att prova, argumentera for och bekréfta relationer mellan ek-
vationers tal. Det kan tolkas som att undervisningen under
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forskningslektionerna mojliggjorde for elever att fA en mer utvecklad
uppfattning om matematiska strukturer som relationer mellan tal.

I studien avgrinsades ekvationerna att omfatta “aritmetiska ekvat-
ioner” (Filloy & Rojano, 1989), det vill sdga, ekvationer bestaende av
tvd termer samt en summa eller en differens. Eleverna fick méta utma-
ningen att forestilla sig att helheten kan anta ett ldgre vdrde dn dess
delar, vilket dr fallet ndr negativa tal dr inkluderade i en ekvation (se
Schubring, 2005). Eftersom negativa tal inte sa enkelt kan utforskas
empiriskt behdvdes en annan infallsvinkel. Detta dr en av anledning-
arna till att lirandeverksamhet valdes som ramverk med dess mojlig-
heter till teoretiska resonemang kring helheten och delarna. For att yt-
terligare inbjuda eleverna att stanna upp och reflektera och for att ut-
mana till teoretiska resonemang hade d@ven “icke-aritmetiska ekvat-
ioner” (Filloy & Rojano, 1989) kunnat ha introducerats sdsom en hake
(se Eriksson, 2017). Utmaningen for eleverna hade i sddant fall inne-
burit att identifiera vad som utgor helheten och vad som utgdr delarna,
i en ekvation som 4 + x = 14 — x. Den specifika strukturella modell
som star i uppsatsens fokus kan, som tidigare ndmnts, anvindas som
en utgdngspunkt for att visualisera de matematiska strukturer som an-
nars dr abstrakta. Om modellen ska anvéndas till icke-aritmetiska ek-
vationer &r dess funktion mer ett stod for teoretiska resonemangen
kring del-helhetsstrukturen och relationen mellan talen, 4n ett stod for
att berékna ekvationen. I ekvationen kan helheten och delarna urskil-
jas pé flera alternativa sétt och kan vara en utgangspunkt for de ge-
mensamma diskussionerna (Figur 19).

Figur 19

Modell utifrdn en icke-aritmetisk ekvation 4 + x = 14 —x

Nir elever utforskar ekvationers struktur och hur talen forhéller sig till
varandra 6ppnas det upp mojligheter for eleverna att forklara hur de
tanker, men dven att anta andra elevers perspektiv genom att lyssna in
deras forslag och forklara hur de tinker (Zuckerman, 2004). Ett sddant
resonemang kan avslutas med en gemensam reflektion och virdering
av de olika alternativa uppdelningarnas styrkor och tillkortakomman-
den — exempelvis om nagon av alternativen utgor ett storre stod for att
vélja operation for att s& smaningom berdkna det sokta talet.
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6.4 Diskussion avseende teoretiska utgangspunkter

For studien anvindes tre olika teoretiska utgdngspunkter i olika sam-
manhang: fenomenografi, variationsteori samt ldrandeverksamhet. De
tre utgdngspunkterna valdes for olika &ndamal och 1 olika utstrack-
ning.

I Artikel 1 utgjordes forskningsansatsen av fenomenografi (Marton,
2015). Avsikten var att fanga elevers erfarande av fenomenet relat-
ioner mellan kvantiteter genom att lata eleverna resonera kring en for-
dndring av kvantiteter mellan olika tillbringare respektive cylindrar
med stod av en illustration. De valda illustrationerna valdes utifrén ett
laromedel baserat utifrdn lirandeverksamhet (Davydov m.fl., 2012).
Intentionen var att skapa en grund infor fortsatt arbete eftersom det
bedomdes sérskilt viktigt att kartldgga om, och i sddant fall pé vil-
ket/vilka sitt, elever erfar relationer mellan kvantiteter. Ett alternativ
till att genomfora den inledande utforskande intervjun hade varit att
uteldmna detta moment och i stéllet anvént det kartliggande fortestet
som ensamt underlag. En beddmning gjordes dock att en fenomeno-
grafisk ingadng som komplement skulle ge ett rikare underlag till fort-
satt arbete. Under analysen av intervjuerna identifierades den kritiska
aspekten (se Pang, 2003): tvd kvantiteter tillsammans (tva delar) bil-
dar en tredje kvantitet (en helhet) med samma "virde” som de tvd de-
larna tillsammans. Tack vare resultatet frdn den fenomenografiska
analysen synliggjordes att en grupp elever erfar relationer mellan
kvantiteter som nagonting som relateras. Detta gav information om att
det dr mojligt for elever i de arskurser som intervjuades att resonera
kring del-helhetsstruktur. I resultatet framgér vidare att elever erfar re-
lationer mellan kvantiteter som nagonting som ska berdknas, vilket
kom till uttryck genom att elever pa olika sitt tillskrev kvantiteterna
och eller de generella symbolerna ett numerirt virde, en information
som var viktig att ta hdnsyn till infér designen av kommande forsk-
ningslektioner.

Som en guidning i hur sévil fortestet som forskningslektionerna
skulle designas samt vid analys stodde vi oss pa variationsteori (Mar-
ton, 2015; Marton & Booth, 1997). Med denna teori som stod valdes
vilka ekvationer som eleverna skulle mota samt vilka tal — kénda eller
obekanta — som skulle ing4 i ekvationerna. Aven talens placering
inom en ekvation grundades utifrdn variationsteori. Under arbetet med
modellen kontrasterades begreppet helhet med begreppet delar. Under
detta arbete gjordes dven val avseende vad eleverna skulle fi syn pd,
vad som skulle lyftas fram i ”forgrunden” och vad som skulle sta till-
baka for uppmirksamheten och dérfor placeras 1 bakgrunden”.
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Variationsteori gav oss diremot ingen direkt vigledning i hur forsk-
ningslektionerna skulle organiseras metodiskt eller vilket innehdll som
skulle véljas, varfor ramverket ldrandeverksamhet bedomdes vara
dndamalsenligt som ett komplement (se Eriksson, 2017). Inom lédran-
deverksamhet dr de gemensamma teoretiska resonemangen och re-
flektioner kring teoretiska begrepp av stor betydelse for att elever ska
f4 mojlighet att utveckla ett abstrakt och teoretiskt ténkande (Eriksson,
2021). Larandemodeller &r ett viktigt inslag i larandeverksambhet, ef-
tersom de ger mojlighet att visualisera de strukturer som annars ar ab-
strakta. I studien sdgs detta som en mdjlighet att eleverna tillsammans
skulle utforska del-helhetsstrukturen med stod av en specifik struktu-
rell modell. Genom att fora teoretiska resonemang gavs mdjlighet att
bendmna en kvantitet eller ett tal som helhet trots att talet kunde ha ett
lagre virde én dess delar, vilket dr fallet nér negativa tal ar inklude-
rade. Negativa tal infordes eftersom elever annars upplevde ekvation-
erna som alltfor enkla. Vid de tillfillen nér ekvationerna upplevdes for
enkla uppstod inte teoretiska resonemang. Under analysen tolkades
det som att eleverna inte upplevde motiv eller behov att nyttja den mo-
dell som stod i fokus sdsom ett medierande redskap (Eriksson, 2017).

Med stod av ldrandeverksamhet planerade vi dven for hakar i avsikt
att fordndra villkoren for eleverna. Ett exempel pa det var nér eleverna
skapade sina egna regler och uttryckte att ”svaret dr helheten”, en re-
gel som stimmer vid en addition men inte vid en subtraktion — vid
dessa tillfdllen utmanades eleverna med en subtraktion dér deras skap-
ade regel inte ldngre var dverensstimmande.

6.5 Metoddiskussion

De utforskande intervjuerna utformades sdsom semistrukturerade in-
tervjuer, vilka dppnar upp for uppfoljande fragor. Alternativa metoder
kunde ha varit att halla en strukturerad intervju (Bryman, 2002/2018)
och stélla mer preciserade frdgor kring volymernas storlek exempelvis
hur olika delar av kvantiteterna relaterar till varandra. En nackdel med
mer preciserade frdgor vore, enligt den beddmning vi som forskare
gjorde, var att eleverna skulle ge mer preciserade och mindre rika
svar, med sdmre mojligheter for oss att tolka det som ligger bakom”
responsen.

Learning study valdes som forskningsansats baserat pd dess mojlig-
heter for en grupp lérare att préva och omprdva ndgonting som lérar-
gruppen anser virt att utforska tillsammans. I foreliggande studie
medverkade tre olika ldrargrupper, vilket kan ses som tre olika
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forskningsgrupper, en fran lagstadiet (arskurs 3) och tva fran hogsta-
diet (4rskurserna 8 respektive 9). Under forskningslektionerna prova-
des olika sitt att presentera och arbeta med den utvalda modellen. I
samband med att de filminspelade forskningslektionerna analyserades,
reviderades dven den ndstkommande forskningslektionen for att i
hogre grad uppnd syftet med studien. Den lérare som undervisade un-
der forskningslektionen kunde visserligen justera pagaende lektions-
upplédgg i viss mén, beroende pa elevernas respons. Exempelvis kunde
detta paverka vilka tal som lyftes fram vid genomgéngen. I storre ut-
strackning forholl sig dock ldraren till det innehall som fran borjan var
planerat, vilket mojliggjorde en utvédrdering av lektionsdesignen.

Uppldgget med flera involverade forskningsgrupper mojliggjorde
en storre miangd producerad data for studien i sin helhet &n om endast
den ena av forskningsgrupperna hade medverkat. En ytterligare styrka
var att fler infallsvinklar kring de olika momenten lyftes fram i de
olika gruppernas diskussioner, planeringar och analyser, ndgot som bi-
drog till ett mer omfattande underlag for att besvara forskningsfra-
gorna och mdjlighet att dra mer generella slutsatser. En mdjlig konse-
kvens av uppldgget med oss som “6verforare” av information och er-
farenheter kan vara att deltagande ldrarna paverkades av den informat-
ion de erholl av oss, vilket kunde styra gruppens diskussioner
innehallsméssigt. Ambitionen frdn min sida var att vara sa transparent,
objektiv och informativ som mojligt vid de tillfdllen som erfarenhet-
erna delades mellan grupperna. Trots detta finns alltid mdjligheten att
grupperna inte fick ta del av all information fran varandra, beroende
pa de val vi gjorde vid delandet, eventuellt beroende pé begransad tid
for traffarna.

Vi var tva forskare som arbetade nira varandra genom en stor del
av forskningsstudierna. Ett exempel pa det ndra samarbetet mellan oss
tvd forskare var under utformningen samt analys av den inledande ut-
forskande kartldggningen, ett annat exempel var att vi bdda medver-
kade vid alla tréffar med de tre forskningsgrupperna. En styrka med
samarbetet var att fler 6gon granskade det fortlopande arbetet, vilket
kan stérka studiens kvalitet (Bryman, 2002/2018). Under vara gemen-
samma reflektioner och diskussioner framgick att vi hade noterat olika
aspekter av forskningslektionerna. Exempelvis kunde elevers respons
uppméirksammas alternativt en formulering fran lararen eller valda tal
inom en uppgift. Vi bidrog badda med vara respektive reflektioner och
erfarenheter genom att exempelvis utmana varandras tankebanor och
gav mojligheter for arbetet att skrida framat. En risk, 1 och med att vi
doktorandkollegor arbetade sa pass néra, var att vi betraktade
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skeenden frdn samma horisont och erfarenheter och darfor hade svart
att se processen med objektiva 6gon och siledes falla i samma bias
och for samma systematiska fel (se Kvale & Brinkman, 2009). For att
hantera denna risk diskuterades innehéllet d&ven regelbundet med en
grupp doktorandkollegor samt handledare. Ett annat sétt att hantera
risken var att lyfta fram innehallet pa konferenser samt i peer-re-
viewade tidskrifter.

6.6 Begriansningar

Under studien fokuserade vi pa, som tidigare framgatt, enbart pa mate-
matiska innehallsliga aspekter. En avgransning gjordes dérfor till att
inte undersdka exempelvis interaktionen mellan ldrare och elev, klass-
rumsklimat, diskurser eller normer. Fokus lades inte heller pa fragor
om undervisningen skedde inom- eller utomhus eller om digitala verk-
tyg anvéndes eller inte. Ddrmed inte sagt att andra faktorer &n de inne-
héllsliga kan vara av betydelse for elevers ldrande. Undervisning ér
komplext och ménga faktorer paverkar elevers mojlighet till 1arande
(Maunula, 2017). Om denna avgrinsning paverkade syftet med stu-
dien och forskningsfragor finns det inga belidgg for, men bedémningen
ar att det inte hade betydelse pé resultatet.

Studien inspirerades av Davydovs program (Davydov, 1986/2008),
dér elever fir mota noga utvalda uppgifter som bygger pé varandra. |
Davydovs program omfattar varje uppgift ndgonting nytt dér elevers
kunnande inte riktigt dr tillrickliga och pa detta vis kan de finna motiv
till fortsatt l1drande. Elever som foljer Davydovs program genomfor i
princip inga berékningar med tal under den forsta terminen i arskurs 1.
I stillet laggs mycket tid och anstridngning pa att resonera om matema-
tiska strukturer. Exempelvis kan forstaelsen for del-helhetsstruktur
byggas upp med stdd av olika kvantiteter och generella symboler in-
nan resonemangen omfattar dven berdkningar med specifika tal (Sch-
mittau, 2004). Under forskningslektionerna i foreliggande studie fick
eleverna ta del av liknande upplidgg innehdllsmédssigt, men under end-
ast ett lektionspass. Dessutom métte eleverna ytterligare utmaning ge-
nom att negativa tal inkluderades i ekvationer och operationer. Med
bakgrund av den snabba progression som foreliggande studies elever
fick moéta kan det finnas anledning att fraga sig 1 vilken utstrackning
de involverade eleverna gavs en rimlig chans att delta i teoretiska re-
sonemang och fick mdjlighet att utveckla ett teoretiskt tinkande. Trots
den snabba progressionen av undervisningen syns incitament pa att
elever urskilde del-helhetsstrukturen i ekvationer av additiv art,
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utforde berékningar d&ven med negativa tal samt forde teoretiska reso-
nemang.

Under forskningslektionerna fanns dven exempel pa elever som inte
uttryckte del-helhetsstruktur utan i stillet anvdnde modellen som ett
formulér att fylla i. En tolkning av detta &r att ekvationerna var for
enkla och att det inte uppstod ndgot behov och inget motiv for att an-
vinda modellen i avsikt att urskilja matematiska strukturer. Detta lig-
ger 1 linje med vad Eriksson (2017) beskriver som att nir individer har
olika forestdllningar (ofta oartikulerade) om verksamheten ar det van-
ligt att redskapen foréndras och far ny innebord — detta kan vara en
forklaring till att modellen inte alltid utgjorde en ldrandemodell.

I en learning study medverkar elever vanligtvis endast vid en forsk-
ningslektion, sa ocksa i foreliggande studie. Att deltagande elever
endast fick méta en lektion som redan fran borjan var planerad att for-
bittras skulle & ena sidan kunna ses som oetiskt att utsétta eleverna
for. A andra sidan fick eleverna méta en lektion som var genomtinkt
av flera ldrare samtidigt som uppliagget mdjliggjorde for ldrargruppen
att préva och omprdva vad i undervisningen som gjorde skillnad for
elevernas utforskande av ekvationer.

6.7 Kunskapsbidrag och implikationer f6r undervisning

Aven om studien #r begrinsad till sin omfattning och allt for stora an-
sprék pa ett resultat darfor inte kan goras, skulle studien framgent
kunna bana vég for andra studier inom samma omrade. Alla forsk-
ningslektioner nddde inte fram till att alla elever urskilde generella
matematiska strukturer. Trots, eller kanske tack vare, detta faktum kan
studien bidra med erfarenheter kring ett alternativt sétt att hantera ek-
vationer.

Det féorekommer en miangd modeller som visualiserar del-helhets-
strukturen for uppdelning av tal eller for att visualisera strukturen i en
ekvation. Merparten av dessa modeller dr uppbyggda av kvantiteter
vilket begransar deras anvéndning nér talomrédet expanderas att om-
fatta alla heltal, det vill sdga, d&ven negativa tal. Det forekommer dven
modeller som de facto klarar att inkludera negativa tal, men anviandan-
det av dessa modeller tillsammans med negativa tal tycks inte vara ut-
forskat. Den specifika strukturella modellen som stod i fokus i studien
provades dven med negativa tal, ndgonting som visade sig utgdra en
grund for att fora teoretiska resonemang och for att utveckla ett fram-
véixande teoretiskt tinkande. Narvaron av de negativa talen som en
hake visade sig vara en styrka eftersom det skapade ett motiv for
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eleverna att urskilja den additiva strukturen och ett behov av att an-
véinda sig av ldrandemodellen som ett medierande redskap (se Eriks-
son, 2017).

Studien genomfordes i arskurserna 3, 8 och 9, vilket indikerar att
resultaten kan vara relevant for ldrare i storre delen av grundskolan,
dven mellanstadiet, trots att dessa arskurser inte ingick i studien. Un-
der analysen framkom att elever utmanades nér de fick moéta en for
dem obekant undervisningspraktik — detta framgick oavsett stadium.
Resultatet kan pévisa styrkan av att tidigt i grundskolan introducera
eleverna for ett teoretiskt arbete (Davydov, 1986/2012). Aven om det
kan vara gynnsamt att starta tidigt med ett teoretiskt arbete (Eriksson,
2021; Fred, 2019), visar resultatet dven att det &r mdjligt att prova en
ny undervisningstradition dven for dldre elever, men att det kréver
medvetenhet hos ldraren for att utmana ett 16sningsfokuserat tankestt.
Kunskapsbidraget kan dérigenom utgdras av konsekvenser nir ett teo-
retiskt arbete provas grundat i larandeverksamhet och 1 synnerhet nér
en specifik strukturell modell stér 1 fokus for att visualisera relationer
mellan kvantiteter och i forldngningen relationer mellan talen i en ek-
vation.

En intention &r att resultatet ska kunna kvalificera undervisningen
och utgora ett stod vid planering och genomforande av en undervis-
ning avseende ekvationer med additiv struktur, i synnerhet nar subtr-
aktion och negativa tal dr inkluderade. De nimnda matematiska omra-
dena har bekréftats utmanande av tidigare forskning (Kieran, 1981;
Kilhamn, 2011; R6j-Lindberg & Partanen, 2019).

Aven om lirandemodellen skulle anviindas av andra lirare (vilka
bedomt resultatet dverforbart) i egna undervisningssituationer, ar det
inte en sjédlvklarhet att samma effekter eller funktioner skulle intriffa
eller pavisas. Det 4r manga faktorer som kan spela in, sasom delta-
gande lérare, elever samt exempelvis deltagarnas syn pa larande.

Vid planering av undervisning méste hénsyn tas till flera aspekter.
Alla grupper ér unika och dérigenom gruppens forutséttningar och be-
hov, trots det kan uppsatsen utgéra en utgangspunkt for planerandet av
undervisning. Resultatet frdn Artikel 1 visar att elever behdver ges
mdjlighet att urskilja att tvd kvantiteter tillsammans (tva delar) bildar
en tredje kvantitet (en helhet) med samma “virde” som de tva delarna
tillsammans. Resultatet fran Artikel 2 pavisar 4 ena sidan att modellen
riskerar att anvdndas sdsom ett formuldr”, men a andra sidan att ele-
ver med stdd av den specifika strukturella modellen kunde visualisera
en del-helhetsstruktur. Vid planering av undervisning kan resultatet
fran studien pavisa vad den planerande ldraren bor lyfta fram for att
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modellen ska fi funktionen av en lirandemodell och utgora ett stod
och medierande redskap nir eleverna ska analysera underliggande ma-
tematiska strukturer — ett behov som lyftes fram i Artikel 1. I Artikel 2
redogors for att den specifika strukturella modellen utgjorde ett red-
skap for att omformulera en for dem “kranglig” ekvation till en “en-
klare” — dven nir negativa tal var inkluderade. Aven i Artikel 1 visas
indikationer pa att elever omformulerade en relation pa flera olika sétt.
En mojlig slutsats utifran det resultatet &r att &ven om elever under
storre delen av sin utbildning mott undervisning utifran en aritmetisk
tradition (Kieran, 2004) ar det mojligt att introducera en algebraisk
undervisning — ocksa for dldre elever.

Resultatet visar att dven elever i rskurs 3 genom ett teoretiskt ar-
bete kan utforska ekvationer samt operera med negativa tal, varfor jag
kan pésté att ett algebraiskt arbete kan starta redan for unga elever (se
dven Kieran, 2016).

Resultatet visar ocksé att elever pd hogstadiet ibland o1l tillbaka”
till tidigare undervisning. Elever pa hogstadiet kombinerade tidigare
inldrda regler och procedurer med den under forskningslektionerna
presenterade undervisningen utifran en algebraisk tradition, en kombi-
nation som inte var lyckosam. Eriksson (2017) skriver fram att hakar
har mojlighet att leda till att utveckla nytt kunnande genom att utmana
det som ménskligheten tidigare kimpat med — och kanske kan hante-
randet av ekvationer utifrin inldrda regler utan matematisk grund rak-
nas hit, &tminstone for dessa aktuella elever. Aven detta kan indikera
att en undervisning utifran algebraisk tradition bor starta tidigare i ele-
vernas utbildning. Resultatet visar ocksa att det 4r mojligt att introdu-
cera dven dldre elever for, en for dem, annan undervisningstradition &n
de &r vana vid.

6.8 Mgjlig fortsatt forskning

Som forskare blir jag intresserad av vad som ytterligare ska till for att
nd dven de elever som vi inte nddde fram till under forskningslektion-
erna. Det vore intressant att prova hur en undervisning kan mojliggora
for elever att urskilja relationer mellan tal och betrakta relationer och
operationer som tva sidor av samma mynt. Visserligen vore det troli-
gen gynnsamt att redan i tidiga &rskurser introducera en algebraisk
undervisningstradition: att fora teoretiska resonemang och mojliggora
for eleverna att utveckla ett teoretiskt tinkande. Trots det, vore det
dven intressant att studera vad som kravs for att bryta och byta under-
visningstradition for elever 1 hogstadiet. Ett alternativ kan dven vara

71



att tillsammans med elever 1 hogstadiet utforska generella matema-
tiska strukturer i ekvationer under en ldngre tidsperiod an ett lektions-
pass.
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Bilaga 1 — Intervjuguide

Intervjuguide for Utforskande intervju

Tack for att ni vill medverka i denna intervju.

Jag genomfor just nu ett forskningsarbete tillsammans med lérare i
flera olika skolor. Vi ér intresserade av att forbéttra det sétt undervis-
ningen pa, och hur elever pa bista sétt kan f mdta en undervisning for
att forstd ndgonting speciellt inom matematik.

Jag kommer att filma vér intervju. Det gor jag for att ha mojlighet att
gé tillbaka och lyssna igen, for att kanske fa syn pa nagonting jag
missat under intervjun. Jag spelar ocksé in ljudet pa den hér (diktafo-
nen) for att ha en back-up av vér intervju.

Ni har all rdtt att avbryta intervjun nér som helst. Ni behover inte be-
ritta varfor.

Jag har last om och besdkt manga skolor for att se hur de ldrarna och
eleverna arbetar. Till exempel besokte jag nyligen en skola i Ryssland
for att se hur de gjorde, for de verkar lyckas bra! Nu ér jag nyfiken pa
vad svenska elever tdnker om den matematik de ryska eleverna méter.
Det ér dérfor jag nu intervjuar/frigar er, for jag vill arligt veta.

Jag kommer att visa er olika “exempel” och stélla fragor till er. Jag
kommer att stélla till synes liknade frdgor om och om igen. Det gor
jag for att fa ut sa mycket som mojligt ur varje exempel. Det handlar
inte om att ni inte svarat pa ett tillfredsstéllande sétt. Det ligger alltsa
inte hos er, utan dr en del av den undersdkning som ni nu hjdlper mig
med. Hér pa bordet finns ocksé papper (vita, olinjerade) och pennor
som vi kan anvénda om vi kdnner {or det.

Syftet med den utforskande intervjun:

e Lyssna in hur informanterna (i en “svensk kontext’) resonerar
kring relationer mellan kvantiteter och relationer inom ekvat-
ioner (§8—5=_;5-8=_),

e Lyssna in hur informanterna uttrycker sig utifran generella ma-
tematiska strukturer,

o Finna tentativa kritiska aspekter i relation till lirandeobjektet
och berodrda elever infor konstruktion av kartldggande fortest.

Intervjuerna borjar varannan gdang med "Del A’ och varannan gdng
med "Del B”.
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Bilaga 1, fortsittning
Del A
Bilderna dr inspirerade fran en rysk bok frdan experimentskolan
"Skola 91, Matematika 1.

[ F

B Py

I3MEHM ypoBeHb BOAbI B COCYAE COOTBET-

Google dversdtt: ”5: Andra vattennivain i kérlet, respektive riktning”’

Har ar en bild frén den ryska matematikboken. Vi ser bade striackor
och cylindrar med pilar emellan. Cylindrarna forestéller kirl med vat-
ten 1.

I uppgiften handlar det om att dndra vattennivén i kérlen. Och jag ons-
kar att ni ska beskriva fordndringarna.

Vilka fordndringar kan ni l4sa ut frén uppgiften och hur kan ni besk-
riva dessa?
Med vanliga ord? Med matematiska begrepp?

e P3vilket sitt hdanger strickorna och cylindrarna ihop?
e Vilken hidndelse beskriver den forsta pilen (mellan cylinder A
och P)?

0 Hur kan man teckna detta matematiskt?

0 Det ér ett par snuttar pa strickorna som inte har egna
beteckningar. Vad kan det bero pa? Hur skulle de
kunna betecknas? Skulle det underlitta om vi kallade
dessa strackor for nagonting?

e Vilken hiandelse beskriver den andra pilen?
0 Hur kan man teckna denna hindelse matematiskt?

Om informanten viljer att uttrycka mdngderna med numerira vir-
den/tal: 14t denne gora detta. Utmana dérefter med att podngtera att vi

faktiskt inte vet hur stora méngderna 4r! Vad kan vi da kalla dem?

Vilka uppgifter skulle man kunna skriva till bilden?
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Vilka fler uttryck kan formuleras utifran bilden med linjerna?

Hur skulle man kunna skriva uppgifter till bilderna som har med addition
och subtraktion att gora?

En elev foreslog att uppgiften handlar om subtraktion. En annan elev
svarade dd att, nej, det handlar snarare om addition. Vad séger ni om
deras kommentarer?

Eventuellt ytterligare fragor:

Alla de hér bilderna kommer frén ett avsnitt i den ryska matematikbo-
ken. Inte pd ndgon av dessa uppgifter i den ryska boken syns négra tal
eller siffror. Bara symboler och bokstéver. Varfor har de inga tal med
siffror utskrivna tror ni?

(Om man skulle sdtta in specifika tal i stéllet for bokstdver i ndgon av
uppgifterna. Hur skulle det kunna se ut? ... Kan det se ut pa nagot an-
nat sitt? ... Ytterligare mojligheter?)

Del B

8§-5=__

Kan du ldsa den for mig?

Om det hér skulle vara en uppgift som du skulle 16sa — hur skulle du
kunna tdnka om det hér var nytt for dig?

Finns det andra sétt?

Eventuellt:

Skulle nagon typ av hjdlpmedel/verktyg vara l&dmpliga att anvinda?
Vilka?

(Utmana med uppgifter som 51 —49 = respektive 51 —2=__ om
relevant.)

5-8=
Kan du ldsa den for mig?
Om det hér skulle vara en uppgift som du skulle 16sa — hur skulle du
kunna tinka om det hir var nytt for dig?
Finns det andra sétt?
¢ Om informanten anvinder tallinje:
”Spelar det ndgon roll om man gér frin ena eller andra hallet?”
¢ Om informanten anviander konkret materiel:

Bilaga 1, fortsittning
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Du lyfter fram olika/samma sitt att 16sa denna uppgift jimfort med
forra. Hur tanker du kring det?

(Skulle ndgon typ av hjdlpmedel/verktyg vara ldmpliga att anvéinda?
Vilka?)

Reserv:
5-(-8)=
3= _

5

Funderingar och eventuellt att friga informanter om ork och tid
finns:

A — B = C kan vara en ”6vergang” mellan de olika delarna oavsett vil-
ken del som tas forst.

L]
/ A\
B
Det hér uttrycket: A—B=C

Om det hade varit tal insatta 1 stéllet for dessa bokstdver. Hur skulle
den kunna beridknas?

Om det hér var alldeles nytt for dig. Hur skulle du dé 16sa det?
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Bilaga 2 — Kartlaggande fortest respektive eftertest
Uppgift A.

Du har de tre talen 3 och 5 och 8.

Talen gar att kombinera tillsammans med matematiska tecken.

Din uppgift ér att fylla i talen 3 och 5 och 8 i rutorna pé varje rad sé att
likheterna stimmer.

Négra av talen dr redan ifyllda, fyll i resterande rutor.

—135|= |8

Beskriv sambandet i Uppgift A?

Uppgift B

Om det har géller: A+ B=C
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Bilaga 2, fortsittning
Uppgift C

Los foljande. Visa dina berékningar.
5+(-3)=

5—(-3)=

(-5~ (3) =

Uppgift D

Ringa in "helheten” i varje exempel:
2+7=9

(D +2=(-5)

2-7=(-5)

(-7) =2 = (-9)!
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Bilaga 2, fortsittning
Uppgift E

Los foljande ekvationer. Visa dina berdkningar.

a) 7-x=5 b) (-7)=1-x

c) (-14)=(-4)-x d) (-15)=(-7)-x

e) x—(-15)=(-14) f) 16=x—(-5)

g) (-7)+x=15 h) x-11=(-11)
Uppgift F

Vilj en av ekvationerna (a — h) ovanfor och skriv den pé annat sétt.
Jag viljer ekvation:

Sa hir kan man skriva den pé annat sétt:
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Bilaga 3 — Sammanstillning av presenterat material
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